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Niech 2 bedzie pewnym zbiorem, kiérego elementy nazywamy zdarze-
niami elementarnymi. Dalej, rozwazmy zbior borelowski 13, czyli taki zbior
podzbiorow €2, ze

e eB

o Jezeli A € B, to A € B. (A oznacza dopetienie zbioru.)

o Jezeli A,B € B,to AU B € B. Co wiecej, jezeli {A;} oznacza
dowolng przeliczalng rodzine zbioréw nalezgcych do B, to U;A; € B.

Elementy zbioru B nazywamy zdarzeniami. Wida¢, ze zdarzenia elemen-
tarne sg zdarzeniami. Z powyzszych aksjomatéw wynika takze, ze 0) € B,
oraz jezell A,B € B,to AN B € B.
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Przykiady

Jesli rzucamy kostkg, zdarzeniem elementarnym jest poszczegdlna $ciana
kostki; Scianom tym mozna przypisac liczby do 1 do 6. W tym przypadku
Q ={1,2,3,4,5,6}, natomiast zbiér 5 tworzg wszystkie podzbiory 2.

Rozwazmy zbior wszystkich liczb rzeczywistych R. Wszystkie przedziaty
domkniete x1 < = < x5 sg borelowskie. Borelowskie sg zbiory jedno-
punktowe (jednoliczbowe), przedziaty otwarte i zbiory postaci x < X dla
dowolnych A € R. Nieborelowskie sg zbiory niemierzalne, a takze pewne
szczegoblne zbiory mierzalne, na przyktad zbiér Cantora.
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Aksjomaty Koimogorowa

Rozwazamy pewien zbiér €2 i odpowiadajgcg mu borelowska przestrzen
zdarzen B. Kazdemu zdarzeniu A € B przyporzgdkowujemy pewng liczbe
P(A), zwang prawdopodobienstwem zdarzenia A. Przyporzadkowanie to
musi spetnia¢ nastepujgce aksjomaty:

e VAc B: P(A) > 0.

e P(Q2) =1.

e Niech {A;} stanowi dowolng przeliczalng rodzine zdarzen wzajemnie

roztgcznych z B, to znaczy A; N A; = @ dlai # j. Wéwczas

P (U;A;) =) P(A;).
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Uwagi
1. Poniewaz P(A) + P(A) = P(QQ) = 1,to P(A) < 1.
2. Jezeli A C Ao, to P(A1) < P(A»).
3. W ogolnoéci

P(A1 UAp) = P(A1) 4+ P(Ap) — P(A1NAo).
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“Praktyczna” miara prawdopodobienstwa

“Szkolna” definicja prawdopodobienstwa powiada, ze

liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
liczba wszystkich zdarzen elementarnych

P(A) = (1)

Te definicje tylko czasami daje sie zastosowac w praktyce. Przyktad: praw-
dopodobienstwo wyrzucenia parzystej liczby oczek wynosi

#{2,4,6 3_1
P(parzysta) = %0 i 32 E}> 61 =-=5
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W praktyce, jako fizycy™, postugujemy sie nastepujgca metodg: Przepro-
wadzamy N > 1 powtdrzen jakiegos eksperymentu. Zliczamy wystgpie-
nia pewnego zdarzenia A. Niech zdarzenie to zachodzi w n(A, N) przy-
padkach. Wowczas

n(A, N)

lim
N—o0

— P(A). (2)

*A raczej jako frekwentysci.
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Prawdopodobienstwo warunkowe

@ Przypusémy, ze wiemy, iz zaszto zdarzenie
‘ e ‘ A. Co, dysponujac tg wiedzg, mozemy powie-
ane dzie¢ o prawdopodobienstwie zdarzenia B?

Pradopodobienstwo warunkowe zdarzenia B, pod warunkiem, ze zaszto
zdarzenie A, wynosi:
P(ANB)

P(B|A) = o

(3)
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Prawdopodobienstwo catkowite

Niech

N
U Bi =, (4a)
i=1

przy czym B; N B; = ( dla ¢ # j. Wowczas

N N
P(A)=P(ANQ) =S P(AnB;) =Y P(AB)P(B;). (4b)
i=1 1=1

Wzér (4b) nazywamy wzorem na prawdopodobienstwo catkowite.
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Twierdzenie Bayesa

kgczne prawdopodobienstwo wystgpienia zdarzen A, B

P(AnB) = P(A|B)P(B). (5a)
Oczywiscie
P(ANnB) = P(B|A)P(A), (5b)
a zatem
p(BlA) = © (Al'fzg (B). ©)

Twierdzenie Bayesa pozwala obliczy¢ prawdopodobienstwo P(B|A) jesli
znamy P(A|B) oraz prawdopodobienstwa a priori P(A), P(B). Praw-
dopodobienstwo P(B|A) nazywa sie w tym kontekscie prawdopodobien-
stwem a posteriori.
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Przykiad 1

Firma produkuje pewne urzgdzenie w dwu fabrykach. Pierwsza dostarcza
60% catej produkciji, przy czym 35% wyrobow tej fabryki jest wadliwych.
Druga dostarcza 40% catej produkciji, przy czym tylko 25% wyrobdw dru-
giej fabryki jest wadliwych. Klient kupit losowe urzgdzenie i okazato sie, ze
jest ono wadliwe. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zostato ono wytwo-
rzone w pierwszej fabryce?

Niech A oznacza “urzadzenie wyprodukowano w pierwszej fabryce”, B
oznacza “urzgdzenie jest wadliwe”. Mamy

P(BJA)P(A) P(B|A)P(A)
PlAl5) P(B)  P(BIAYP(A) + P(BIA)P(A)
0.6-0.35
— ~ 0.677

0.6-0.354+0.25-0.4
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Przykiad 2

Wiadomo, ze na pewng chorobe choruje jedna osoba na 1000. Test wy-
Krywajgcy te chorobe daje nastepujgce wyniki:
e pozytywny z prawdopodobienstwem 95%, gdy badana osoba jest chora,
e negatywny z prawdopodobienstwem 5%, gdy badana osoba jest chora,
e pozytywny z prawdopodobienstwem 5%, gdy badana osoba jest zdrowa,
e negatywny z prawdopodobienstwem 95%, gdy badana osoba jest zdrowa.

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba, u ktorej test dat wynik pozy-
tywny, rzeczywiscie jest chora?

Oznaczmy C'/Z fakt, ze osoba jest chora/zdrowa oraz 4 /—, ze test dat
wynik pozytywny/negatywny. Z warunkéw zadania mamy
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P(+|C) = 0.95
P(+|Z) = 0.05
P(—|C) = 0.05
P(—|Z) = 0.95

frue positive
false positive
false negative
frue negative

P(C) = 0.001
Szukamy P(C|+).
PCl+) = DI
P(+[|C)P(C)

P(+[|C)P(C) + P(+[2)P(Z)

0.95-0.001

0.95-0.001 + 0.05-0.999

0.02
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Niezaleznosc¢ statystyczna

Dwa zdarzenia A, B sg statystycznie niezalezne, jezeli

P(ANB) = P(A) - P(B). (7)

W takim wypadku zachodzi

P(ANB) P(A)P(B)
pP(B)  P(B)

P(A|B) = P(A). (8)

Ta obserwacja uzasadnia przyjetg nazwe tej kategorii zdarzen.
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Zmienne losowe

Dyskretna zmienna losowa to kolekcja wszystkich mozliwych zdarzen e-
lementarnych wraz z ich prawdopodobienstwami. Realizacja dyskretnej
zmiennej losowej daje jedno z mozliwych zdarzen elementarnych i czyni
to z odpowiednim prawdopodobienstwem. Inna realizacja moze da¢ inne
zdarzenie losowe, ale gdybysmy mieli odpowiednio duzo realizacji, cze-
stosci wystgpienia poszczegolnych zdarzen elementarnych powinny od-
powiadac ich prawdopodobienstwom; patrz uwaga o interpretacji frekwen-
tystycznej wyze,.

Ciggta zmienna losowa nie moze zawiera¢ prawdopodobienstw wszyskich
mozliwych zdarzen elementarnych, a jedynie pewien rozktad prawdopodo-
bienstwa. Jak to mozna zrobi¢?
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Rozwazmy rodzine zbiorédw borelowskich na R. Niech P,(\) = P(x < \)
oznacza jakis sposébﬂ przyporzgdkowania prawdopodobienstwa zdarze-
niu “wylosowano liczbe niewiekszg od \”. P;(\) nazywa sie dystrybuantg
zmiennej losowe,.

W kazdym mozliwym przypadku musi zachodzi¢

A— Foo: Pr(\) —1 (9a)
A— —00: Py(A) —0 (9b)

Jezeli P;()\) jest rozniczkowalne, to

dPz ()

p(N) = TN (10)

TSposobdw tych jest nieskonczenie wiele!
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W tej sytuacji

A
PN = | p(w)da, (1)
— 0
przy czym musi zachodzi¢
p(xz) > 0. (12)

Funkcje p(x) nazywamy gestoscig rozktadu prawdopodobienstwa. Mo-
wigc niezbyt precyzyjnie, p(x)dx jest prawdopodobienstwem wylosowania
liczby z infinitezymalnie matego przedziatu (x,x + dx). Bardzo czesto
ciggte rozktady zmiennej losowej okresla sie przez podanie ich gestosci.
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Zachodzi

T
P(a1 <@ <wp) = [ pla)da. (13a)
]
W szczegblnosci
—+ o0
/ p(x)de = 1. (13b)
— OO

Wszystkie powyzsze wyyrazenia (np prawdopodobienstwo catkowite itd.)
mozna tatwo przepisac w jezyku ciggtych rozktadow prawdopodobienstwa.
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Przyktad: Jednorodny rozkiad prawdopodobienstwa

0 T <a
p(z) =2 a<z<b (14)
0 x >b

Jest to ciagly rozktad prawdopodobienstwa.
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Przykiad: Rozkiad Gaussa

T — 2
p(z) = ! 2e><p<—( u)) (15)

2mo 202

Rozktad ten nazywany jest takze rozktadem normalnym. Niekiedy jest on
oznaczany N (u, o2). Jest to ciagly rozktad prawdopodobienstwa.
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Przykiad: Rozkliad dwumienny

Rozwazmy zmienng losowa, ktéra moze przyjmowac tylko dwie wartosci,
x1 z prawdopodobienstwem p oraz x» z prawdopodobienstwem 1—p. Roz-
patrujemy n realizacji tej zmiennej losowej. Jakie jest prawdopodobien-
stwo, ze zdarzenie x1 wystgpito doktadnie k razy?

n

B(n,pik) = (,

)P —p)nF (16)

dla 0 < k£ < ni0 pozatym. Rozktad ten nazywany jest takze rozktadem
Bernoullego. Jest to dyskretny rozklad prawdopodobienstwa.
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Przykiad: Rozklad Poissona

W rozktadzie dwumiennym dokonajmy przejscia granicznego

(p—>0
{n — 00 (17)
|pn = A = const

Otrzymujemy

)\k:
p()\;k)zge_k, k=0,1,2,... (18)

Jest to rozktad dyskretny. k jest liczbg zdarzen w przedziale (0,T), je-
zeli prawdopodobienstwo doktadnie jednego zdarzenia w czasie dt wynosi
Adt/T; bierzemy teraz dt = T'/n, p = A/n i przechodzimy do granicy.

Copyright (© 2014-20 P. F. Gora 9-22



Klasyczne przyktady rozktadu Poissona to liczba rozpaddow promieniotwor-
czych w jednostce czasu lub liczba rozméw telefonicznych zainicjowanych
w jednostce czasu. Mozna pokazac, ze rozktad Poissona pojawia sie za-
wsze w sytuacji, w ktérej mamy nieskonczenie wiele “kontenerow”, przy
czym do kazdego z nich moze wpas¢ catkowita liczba elementow i zawar-
tos¢ poszczegdlnych “konteneréw” jest niezalezna od zawartosci innych
kontenerow.
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Momenty zmiennej losowej

Niech x bedzie zmienng losowg w R o gestosci p(x) i niech H(x) bedzie
jakas funkcjg tej zmiennej losowej. Wartos¢ oczekiwang tej funkcji definiu-

jemy jako

@)

(H(2)) = [ H(@)p(z)do .

— 0

Uwaga: Catka w (

wimy, ze dana wielos¢ H nie posiada wartosci srednie;j.

19) nie musi istnie€! Jesli catka w

19

(19)

nie istnieje, mo-
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Szczegblnie waznymi wielko$ciami sg (jesli istnieja)
wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej (x) = / xp(x)dx
drugi moment zmiennej losowej <:1; >_ / x<p(x)dr

wyzsze momenty zmiennej losowej (™) = / " p(x)dx

Wariancja zmiennej losowej, jesli istnieje, zdefiniowana jest przez

Var(z) = ((x — (2))?) (20)
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Funkcja charakterystyczna

Niech p(x) bedzie jakas gestoscig rozktadu prawdopodobienstwa. Defi-
niujemy funkcje charakterystyczna:

0@

G(k) = <eikx> = / e o () dx (21)

— 00

Funkcja charakterystyczna jest, z doktadnoscig do konwencji normalizacyj-
nej, rowna transformacie Fouriera gestosci rozktadu prawdopodobienstwa.
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Rozwiniecie kumulantow

Jezeli wszystkie momenty rozktadu istniejg, funkcje charakterystyczng mozemy przed-
stawi¢ w postaci szeregu

— Gk

Gk) =) ~——(a") (22)
n—0 7.

Uwaga: Funkcja charakterystyczna istnieje nawet gdy rozwiniecie nie istnieje, to

znaczy, gdy nie istniejg wyzsze momenty.

Logarytm funkcji charakterystycznej mozemy z kolei przedstawic jako

InG(k) = i (ikl)nmn, (23)
— nl
gdzie k,, to kolejne kumulanty:
k1 = (x) (24a)
ko = Var(z) = <x2> — (z)? (24b)
K3 = <:r;3> -3 <:I:2> (z) 4+ 2 (z)> (24c)

itd.
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Momenty rozktadu normalnego

Dla rozktadu normalnego (15

() = k1 =p
Var(z) = ko = o2

G(k) = exp (mk — %azkz) (transformata Fouriera zmiennej Gaus-
sowskiej jest Gaussowska)

wszystkie wyzsze momenty nieparzyste znikajg, wszystkie wyzsze mo-
menty parzyste majg postaé1-3----- (n—1) - o2, wobec czego

wszystkie wyzsze kumulanty, poczgwszy od trzeciego, znikaja.
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Rozklad Cauchy’ego

Funkcja gestosci rozktadu Cauchy’ego

1 1

T x2 + ~2
tak wolno zmierza do zera w foco, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej loso-

wej o takim rozktadzie istnieje tylko w sensie wartosci gtbwnej, natomiast
wyzsze momenty nie istniejg. Funkcja charakterystyczna ma postacé

(23)

p(z) =

G(k) =e M (y>0) (26)
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Wielowymiarowe zmienne losowe

Pojecie ciggtej zmiennej losowej mozna uogdlni¢ na przypadek wielowymiarowy: Roz-
patruje sie d-wymiarowe wektory x z przestrzeni R?. Podobnie jak w przypadku jed-
nowymiarowym, wprowadza sie wielowymiarowg gesto$¢ rozktadu prawdopodobienstwa
p(x) = p(z1,22,...,24). Na przypadek wielowymiarowy mozna tez uogolni¢ pojecia
wartosci oczekiwanej, momentdw, funkcji charakterystycznej itd.

Przypusémy, ze mamy dwymymiarowg zmienng losowg o gestosci rozktadu p(z, y). Mozna
wowczas zdefiniowac brzegowy rozktad prawdopodobienstwa

0. ¢]

o) = / o(z, y)dy 27)

— o0

Jest to efekt “rzutowania” rozktadu dwuwymiarowego na jedng ze zmiennych.
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Przykiad: Wielowymiarowy rozkiad Gaussa

Niech x,a € RY, B € RVXN pedzie macierza symetryczna i dodatnio
okreslong. a jest ustalonym wektorem, x jest N-wymiarowg zmienng lo-
sowg. Wowczas

detB

p0) =\ 5y x P (—3(x—a)"B(x - a)) (28)

jest N-wymiarowym rozktadem Gaussa. Jego rozktady brzegowe sg jed-
nowymiarowymi rozktadami Gaussa, a (x) = a.
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Zmiana zmiennych w rozktadach prawdopodobienstwa

Niech x € R bedzie jakg$ zmienng losowa, o rozktadzie p;(x). Niech
z = f(x) bedzie jakas funkcjg zmiennej losowej x. z jest samo zmienng
losowa. Jaki jest jej rozktad prawdopodobienstwa? (Scislej: Jaka jest ge-
stos¢ rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej losowej z?)

0

pz(z) = / 0(z — f(@))pa(x)dz =)

1
[f' (2 (2))

pa(zi(2))  (29)

gdzie 6(-) oznacza delte Diraca, za$ x;(z) oznaczajg rozwigzania réw-
nania z = f(x) ze wzgledu na z; sumujemy po wszystkich mozliwych
rozwigzaniach.
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Przykiad

Przypusémy, ze zmienna losowa x ma rozktad jednostajny na przedziale
[0,1]. Niech z = —Inz. z € [0, +0c0). Jaki jest rozktad zmiennej z?

1
pz(z) = /(5(z—|— Inxz) - 1dx
0

Podstawiam Inx = —u, dz/x = —du, dr = —x du = —e™ “du. 0 — 400,
1 — 0. Zatem
0 00
p2(z) = / (—e_ué(z — u)) du = /e_u5(z —u)du = e ~.
o0 0
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Centralne Twierdzenie Graniczne

Niech {X;}°2, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi pochodzgcymi
z tego samego rozktadu (ang. Independent, Identically Distributed random
variables, i.i.d.), przy czym rozktad ten posiada dwa pierwsze momentyiﬂ.
Wodwczas rozktad zmiennej losowej bedgcej sumg zmiennych X; dazy do
rozktadu Gaussa.

Mowigc bardziej precyzyjnie, rozktad zmiennej losowe;

1 n
Vn ( (1 > Xi) — M) (30)
i
dazy do rozktadu normalnego N (0, 02) gdy n — oco. u 0znacza $rednig

wyjéciowego rozktadu a o2 jego wariancje.

To nie jest oczywiste zatozenie!
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Uogolnienie centralnego twierdzenia granicznego

Jesli jakis rozktad prawdopodobienstwa ma te wtasnos¢, ze suma dwoch
zmiennych losowych o takim rozktadzie ma taki sam rozktad prawdopodo-
bienstwa, co najwyzej przesuniety i przeskalowany, rozktad taki nazywamy
rozktadem stabilnym.

Formalnie, niech X oraz {X;}°2, bedg i.i.d., pochodzgcymi z pewnego
rozktadu. Rozktad ten jest stabilny, jesli dla kazdego n istniejg takie state
cn, dn, Z€ Zmienne

X1 4 Xo 4o+ Xy
oraz
CnX _I_ dn

majg ten sam rozktad.
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Istnieje nieskonczenie wiele rozktaddéw stabilnych, przy czym tylko dla
trzech z nich — rozktadu Gaussa, rozktadu Cauchy’ego i rozktadu
Levy’ego-Smirnowa — mozna podac ich funkcje gestosci explicite. We
wszystkich wypadkach znane sg funkcje charakterystyczne rozktadéw sta-
bilnych. Sposrdd rozktadéw stabilnych jedynie rozktad Gaussa ma dwa
skonczone momenty.

Uogdlinienie centralnego twierdzenia granicznego gtosi, ze rozktad sumy
l.i.d. zmiennych losowych, pochodzgcych z rozktadu, ktéry nie ma skon-
czonego drugiego lub pierwszego | drugiego momentu, jest zbiezny do
jakiego$ rozktadu stabilnego.
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Pojecie entropii informacyjnej

Niech pewien uktad fizyczny moze znajdowac sie w jednym z N standéw
{w;}¥ . Kazdy z tych stanéw moze by¢ przybrany z prawdopodobien-
stwem p;. Vi p; > 0, > ;p; = 1.

Kiedy mamy pefng informacje o uktadzie? Kiedy wiemy, ze uktad z catg
pewnoscig znajduje sie w konkretnym, znanym nam stanie w;,: p;; = 1,

pi#io = 0.

Kiedy mamy najmniejszg informacje o uktadzie? Gdy kazdy stan uktadu
jest obsadzony z jednakowym prawdopodobienstwem: p; = p; = --- =

py (= 1/N).
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Im mniej prawdopodobny jest stan, w ktérym znajduje sie

uktad, tym bardziej uporzadkowany nam sie wydaje.

Jest to uogoblnienie potocznej obserwaciji, w ktorej stany
uznawane za uporzadkowane sg, w jakims sensie,

wyrdznione sposrod wielu innych mozliwych standéw.
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Miara informacii

Przyktad: w urnie jest sto ponumerowanych kul. Kule o numerach 1,2 sg
czerwone. Kule o numerach 3,4,...,100 sg niebieskie. Kto$ wylosowat
jedng kule i méwi nam

e Wylosowatem kule czerwong lub tez

e Wylosowatem kule niebieskg

W ktérym przypadku dowiemy sie wiecej o szczegotowym (“mikroskopo-
wym”) wyniku losowania?

Dowiemy sie wiecej, gdy uzyskany wynik bedzie mniej prawdopodobny.
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Miara informacji powinna by¢
1. Ciggta funkcjg prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia,
2. Musi by¢ tym wieksza, im prawdopodobienstwo jest mniejsze,

3. Jezeli zdarzenie jest sumg dwu zdarzen niezaleznych, miara informa-
cyjna zdarzenia tgcznego musi by¢ rowna sumie miar zdarzen sktado-
wych.

Funkcja, ktéra spetnia te wymagania, jest

1
P(w;)

I(w;) = logo ( ) = —logo P(w;) (= —logop;)

Mozna uzasadnic¢, ze logarytm (przy podstawie wiekszej od 1) jest jedyng
“cywilizowang” funkcjg spetniajgcg powyzsze wymagania.
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Entropia Gibbsa-Shannona

Claude Shannon, 1948: Entropia informacyjna jest $rednig miarg informa-
cji zawartej w danym rozktadzie.

N

S= - p;logsp;
i=1

Jesli dopuscimy podstawy inne, niz 2, a takze (potencjalnie) pozwolimy
na wyrazanie entropii w jakich$ jednostkach, otrzymamy entropie Gibbsa-

Shannona:
N

S:—kZpi |ﬂpi (31)
1=1

Copyright (© 2014-20 P. F. Gora 9—41



gdzie k jest (na razie niezidentyfikowang) statg dodatnig. W przypadku
rozktaddw ciggtych zamiast (31) mamy

S =—k / p(x) Inp(x) dx . (32)

Gdybysmy mieli do czynienia z uktadem kwantowym znajdujgcym sie w sta-
nie opisanym operatorem gestosci p, odpowiednikiem entropii Gibbsa-
Shannona bytoby

S=—kTr{p Inp}. (33)

Zwrocmy uwage, ze poniewaz operator p jest hermitowski i dodatnio okre-
Slony, jego operatorowy logarytm jest dobrze zdefiniowany.
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Rozkiad maksymalizujacy entropie

Rozpatrujemy skonczone, dyskretne rozktady prawdopodobienstwa. Czy
mozna wskazac rozktad, ktérego entropia jest mozliwie najwieksza? Oka-
zuje sie, ze tak. W tym celu nalezy znalez¢ maksimum warunkowe entropii
31) przy warunku >*; p; = 1. Maksymalizujemy zatem

N N
£=—k2pi|npi—>\<zpi—1>, (34)
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gdzie X jest mnoznikiem Lagrange’a. Otrzymujemy

oL

" = _klnp,—k—-A=0 (35a)
Op;

oL N

— = sz-—lzo (35b)
OA i=1

Pierwsze z réwnan (35) musi byC spetnione dla wszystkich i. Wynika
z tego, ze wszystkie prawdopodobienstwa muszg byc rowne. Zatem Vi :
p; = «a. Z drugiego z réwnan (35) wynika wéwczas, ze Vi: p; = 1/N.
k atwo teraz obliczy€, ze wartos¢ entropii wynosi wowczas kIn N.

Copyright (© 2014-20 P. F. Gora 9—44



Rekapitulujgc, rozktad jednostajny, w ktorym wszystkie stany sg jednakowo
prawdopodobne, maksymalizuje entropie Gibbsa-Shannona. Maksymalna
wartosc entropii wynosi

S=kInN, (36)

gdzie N jest liczbg dostepnych stanéw. Rdéwnos¢ prawdopodobienstw
wszystkich stanéw odpowiada rownosci prawdopodobienstw a priori w ze-
spole mikrokanonicznym, a maksymalna warto$¢ entropii — entropii Bolt-
zmanna.
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Rozklad maksymalizujacy entropie przy dodatkowym warunku

Zatozmy, ze kazdemu stanowi i odpowiada pewna wielko$é E;. Zadamy,
aby wartos¢ oczekiwana tych wielkosci byta z géry ustalona:

N

> Epi=EF. (37)
i=1

Jaki rozktad prawdopodobienstwa maksymalizuje entropie przy takim wa-
runku dodatkowym?

Zndw uzyjemy mnoznikOw Lagrange’a, ale tym razem bedg potrzebne dwa
mnozniki:

N N N
L=—k) pilnp;—X\1 (sz'—1> _)\Q(ZpiEi_E>- (38)

=1 =1 1=1
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Stad

oL

— = —kinp,—k—AXA1 —XE; =0, (39a)
Op;

oL N

— = _— - 1 =0, 39b
N i;pz + ( )
oL N _

—_— = — ZEZpZ—FE:O (39C)
0A2 i=1

Z pierwszego z rownan (39) otrzymujemy
A1 A2

np, = 1-— E;, 40a

p; 2 P ( )
A A A

p; = exp (1 — ?1) exp (—sz) = C exp (—?2 Z) , (40Db)
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gdzie C jest statg w tym sensie, ze nie zalezy od numeru stanu, <. Drugie
z rownan (39) daje

= 41
- (41)
a ostatnie
N —
A E
> Ejexp (- 2E) =2 (42)
= k C

, 43
C2 d)s (43)
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a po skorzystaniu z (42

E 1 dC
— = —= (44a)
kC C2 d\o
E dC
—C = —. (44Db)
k dXo
Rozwigzaniem rownania rézniczkowego (44b) jest
C = Cgeb/k (45)
Po skorzystaniu z (41
1
Co = — N (46)
e B[k S o= E;/k
i=1
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| ostatecznie, tgczac (400), (45) i (46), otrzymujemy

1 P .
p; = o A2E/k —X2E;/k
M Bk 5 o=XoE;/k
\ Co ,
C
o—NoE;i/k
= : (47)
S e AaE/k
j=1
Jesli teraz oznaczymy © Ao = 1/T,
1 L5
pi = 4 “e kT, (48a)
N E;
Z = Y e . (48b)
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Maksymalna wartos¢ entropii, odpowiadajgca rozktadowi (48), wynosi

N N
S = —kZp”ﬂpi:—k‘Zpi(——z—”]Z)
1 X N 1.
= N Epi+kinZ Y pp=—E+kInZ
T =~ —=0 T
1— 1=
1 _ 1 1_- 1
= —E—I—k(——F)z—E——F, (49)
T kT T T
F = E—TS, (50)

gdzie oznaczylismy © Z = exp(—F/kT). Réwniez 0S/0E = 1/T. Jak
widzimy, wyrazenia (48), (50) odpowiadajg zespotowi kanonicznemu. Przy
narzuconym wiezie na warto$¢ oczekiwang pewnej wielkosci, entropia in-
formacyjna Gibbsa-Shannona odpowiada zespotowi kanonicznemu.
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