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Gaz doskonaty

Dla kwantowego gazu doskonatego, a wiec nieoddziatujgcego, wielka suma
statystyczna rozpada sie na iloczyn jednoczgstkowych wielkich sum staty-
stycznych, czyli

OO —~
==1] Tr ;e Blei—m)n; (1)
i=0
gdzie ¢; jest energig, a n; operatorem liczby obsadzen i-tego poziomu.

Ro6znice pomiedzy bozonami a fermionami wynikajg z ré6znych mozliwosci
obsadzania poszczegdlnych standw.

Copyright © 2015-20 P. F. Gora 7-2



Satyendra Nath Bose, 1894-1974
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Gaz Bosego

Dla bozonédw liczby obsadzen nie sg niczym ograniczone, a zatem (1) prze-
chodzi w

_ lo_o[ io: <€—B(€i—u)>n — lo_O[ (1 —6_6(‘%_“))_1 (2)

i=0n=0 i=0
Stad otrzymujemy wielki potencjat termodynamiczny i Srednig liczbe czg-
stek w doskonatym gazie Bosego:

Q= —kpTIn (ﬁ (1- eﬁ(gim)l) (3a)

1=0
> 1
N = 2 G -1 (3b)
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Widmo energii dane jest przez

2 21.2
D h<k
= = 4
P 2m 2m (4)
Jak poprzednio, gaz zamykamy w bardzo duzym pudle o objetosci V' i za-

stepujemy sumowanie po stanach catkowaniem po wektorach falowych:

y 3
(27r)3 /d )

gdzie g oznacza degeneraqe stanu. Catke po kgtach wykonujemy trywial-
nie, wektory falowe wyrazamy poprzez energie i ostatecznie dostajemy

3/2 %
SR PV 9V (2T [z (1 e P ()
kgT  kgT 42 \ K2
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| dalej, catkujac przez czesci,

PV—2 gV <2m>3/27d g3/2
3 4x2 \ K2 “eBle—n) _ 1

Z drugiej strony

oo
Z gV /2m 3/2 g3/2
- T h e H)— 1

a zatem otrzymujemy réwnanie stanu doskonatego gazu Bosego:

2
PV = —-F
3

Copyright © 2015-20 P. F. Gora



Potencjal chemiczny gazu Bosego

Postepujgc analogicznie, dostajemy wyrazenie na gestos¢ czastek

N g /2m 3/2 ¢ c1/2
% (hQ) / B 1

= 10
V.  4n2 (10)

Wyrazenie (10) ma sens tylko jesli £ > u: Potencjat chemiczny musi by¢
mniejszy od najmniejsze] mozliwe] energii. Poniewaz najnizsza energia
jest robwna zeru, potencjat chemiczny gazu Bosego musi spetnia¢

<0 (11)

Z drugiej strony w granicy wysokich temperatur wielki potencjat termodyna-
miczny i gestoS¢ czgstek przyjmujg postac klasyczng, skad mozemy wy-
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liczy¢ potencjat chemiczny (por. “kwantowy gaz Boltzmanna” z poprzed-
niego wyktadu):

HC_ = |In

kpT (12)

N [ 27h? 3/2
gV (kaT>

12), jako funkcja temperatury, jest monotoniczny: dgzy do oo przy T' —
0T iido —oco przy T' — co. Wnioskujemy stad, ze potencjat chemiczny
gazu Bosego musi leze¢ ponizej wartosci klasycznej. Latwo wyliczy¢ tem-
perature, dla ktorej potencjat chemiczny osigga zero. W (10) podstawiamy
1 = 0 i dostajemy

JT

N __ g <2m)3/27o 21/2 g <2kaTo)3/200

_ _ d
V 472 \ B2 ges/kBTO —1 A2 h2 T

el — 1

0
- L) o
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Stad mozna wyliczy¢

R 472 213 N\ 2/3
To= 5 (gg (g)r(g)> () 1)

Ponizej Ty, potencjat chemiczny gasu Bosego musi by¢ infinitezymalnie
maty iujemny: u = 0~ dlaT < Tp.
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Kondensacja Bosego-Einsteina

DlaT < Ty p = 0~ i catka we wzorze (10) jest mniejsza od N/V, gdyz
warto$¢ mianownika rosnie w poréwnaniu do wartosci w 7. Skad sie to
bierze? Otbdz zastepujac w sume po stanach catkg po pedach (efek-
tywnie po energiach), zgubiliSmy pierwszy wyraz: gestos¢ standw jest pro-
porcjonalna do £1/2 wiec ten stan “znika”, podczas gdy w rzeczywistosci
moze wnie$¢ znaczny wkitad do catej sumy: Dla T' < Ty stan 0 nanizszej
energii jest makroskopowo obsadzany. Zjawisko to nosi nazwe kondensa-
cji Bosego-Einsteina.

Catka (10) daje woéwczas tylko gestos¢ standw o energiach wiekszych od
zera; pozostate czgstki znajdujg sie w stanie o energii zerowej (najnizszej):
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Nexo _ 9 <2m>3/2 7d:1r; ve N (T 7 (15a)
1% 472 \ h2 J et—1  V\Tp
3/2
Ne=o _ N1, _ <£> ] (15b)
V Vv To
Podobnie mozemy wyliczy¢ energie i pojemnos¢ cieplng dla T' < Ty
TG o (T)
E=—% S NkpT - (16a)
<3)r3) 0
s CEr(),, ()2
CV —_— = 3 3 NkB — (16b)
2 ¢(3)r(3) "\
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Gaz Bosego dlaT > T

Wyliczmy réznice pomiedzy prawdziwg liczbg czgstek a hipotetyczng liczbg
czastek dla przypadku u = 01T > Tp.

o0
gV 2m>3/2/ 1/2 1 1
N — Nq(1T') = d —
o(T) 47r2(h2 J “C oG /ksT — 1 oe/ksT _ 1
gV [/2m 3/2
= 2 (5) mhpTolult? (17)

gdzie ostatnig rownos¢ otrzymaliSmy rozwijajgc funkcje podcatkowg dla
0 < T —1Ty <« Ty, gdyz wdéwczas wkiad wnoszg tylko mate wartosci .

Stad wyliczamy potencjat chemiczny
3/2 2
T
(_) _ 1] (18)
1o

3 3\71%
{C 3)ri)
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Potencjat chemiczny doskonatego gazu Bosego ma nieciggta druga po-
chodng w T' = Ty. Postepujgc analogicznie, widzimy, ze pojemnosc¢
cieplna ma wowczas ostrze. Doskonaly gas Bosego wykazuje przej-
Scie fazowe drugiego rodzaju w 7' = Tj.

&
~34
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Komentarz: Znaczenie potencjatu chemicznego

Formalnie potencjat chemiczny jest wielko$cig, ktéra jest réwna dla dwéch
uktadow, ktore pozostajg w rownowadze ze wzgledu na wymiane czgstek
— podobnie jak temperatura jest wielkoscig, ktéra jest rowna dla dwoch
uktaddw, ktore pozostajg w rownowadze ze wzgledu na przekaz ciepfta.

Potencjat chemiczny w ogblnosci zalezy od parametrow uktadu, takich jak
temperatura, objetos¢, liczba czasteczek itp. Aby zrozumiec te zaleznoscé,
nalezy zadac¢ pytanie: w jaki sposob zwigkszy¢ catkowitg entropie uktadu
(i otoczenia), w jaki sposOb dodawanie czesteczek do uktadu moze zwiek-
szyc¢ te entropie?
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Pamietajmy, ze

dF = —S5dT — pdV 4+ ndN (19a)
OF

= — 19b

H= Ny (19b)

Dla uktadu w statej temperaturze i objetosci, potencjat chemiczny jest zmia-
ng energii swobodnej Helmholtza wynikajgca z dodania nowej czgsteczki
do uktadu.
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Wysokie temperatury

Dla uktadow (dla gazow) w wysokich temperaturach dodanie czgsteczki na
0g6t (poza przypadkami jakich$ bardzo szczegdlnych oddziatywan) zwiek-
sza energie uktadu. W warunkach statej temperatury i objetosci uktad
“stara sie” minimalizowac¢ swojg energie swobodng Helmholtza. FF = U —
TS. Jesli wiec energia wewnetrzna rosnie, ale energia swobodna Helm-
holtza spada, oznacza to, ze z jednej strony potencjat chemiczny jest ujem-
ny (spadek energii swobodnej!), z drugiej, ze wzrost energii wewnetrznej
jest (z naddatkiem) rekompensowany przez wzrost entropii: Dodanie czg-
steczki do uktadu powoduje wzrost energii, ale zarazem sprawia, ze ener-
gia ta moze zostac rozdystrybuowana na wiecej sposobdw, a wiec rosnie
liczba standéw dostepnych uktadowi.
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Gaz klasyczny w niskich temperaturach

W niskich temperaturach (lub przy duzej gestosci) w gazie klasycznym
wzrost energii wewnetrznej zwigzany z dodaniem czgsteczki do uktadu nie
jest dostatecznie kompensowany przez wzrost entropii, a dodatkowo mogg
pojawiac sie efekty wykluczonej objetosci. Potencjat chemiczny gazu staje
sie dodatni. (Nalezy jednak pamietaC, ze klasyczny gaz w bardzo niskich
temperaturach nie ma wielkiego sensu.)
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Bozony w niskich temperaturach

Ponize| temperatury Krytycznej, potencjat chemiczny gazu Bosego staje
sie infinitezymalnie maty i ujemny: uktad moze przyjmowac dowolnie duzo
czasteczek. Pojawia sie uporzgdkowanie w przestrzeni pedow. Czes¢ bo-
zondw wcigz ma niezerowe energie i pedy, ale w miare spadku tempera-
tury od T do zera, coraz wiecej bozonow obsadza stan o zerowej energii.
Kondensacja Bosego-Einsteina jest wynikiem zmiany analitycznych wia-
snosci potencjatu chemicznego w temperaturze kondensacji.

Aby uzyskac pewien poglad na skale temperaturowa, jesli wzig¢ parametry
dla atoméw #He, otrzymamy Ty ~ 3.14 K. Ciekly hel przechodzi do stanu
nadciektego w temperaturze 2.2 K, ale kondensacja Bosego-Einsteina jest
tylko przyblizonym wyjadnieniem zjawiska nadciektosci, z uwagi na silne
oddziatywania w cieczy kwantowe.
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“Czysty” kondensat Bosego-Einsteina uzyskano w 1995 (Nagroda Nobla
2001), kondensujgc gaz atoméw rubidu w 170 nK. Obrazek przedstawia
rozktad predkosci atoméw gazu tuz przed kondensacjg, w temperaturze
kondensacji i w temperaturze ponizej temperatury kondensacji.
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Fotony

Fotony sg bozonami. Czy wobec tego moga podlegaé zjawisku kondensa-
cji?

Odpowiedz jest negatywna: Fotony nie podlegajg kondensacji Bosego-
Einsteina. Dlaczego? Jak widzieliSmy, z formalnego punktu widzenia kon-
densacja Bosego-Einstaina oznacza zmiane w analitycznym charakterze
potencjatu chemicznego, tymczasem potencjat chemiczny fotondw stale
rowny jest zero, a wie¢ zjawisko kondensacji “nie ma gdzie” zachodzic.

Patrzagc na to inaczej, kondensacja oznacza makroskopowe obsadzenie
stanu o najnizszej energii; dla gazu doskonatego jest to stan o energii ze-
rowej. Jest to mozliwe dla czgstek masywnych, ale nie dla bezmasowych,
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ktore muszg poruszac sie z predkoscig ¢ = 0. Formalnym przejawem tego
jest fakt, ze doskonaty gaz fotonéw nie spefnia réwnania stanu (9).

Komentarz: W silnie nieliniowej optyce obserwuje sie zjawisko “zatrzyma-
nia Swiatta” — fotony nie sg jednak wéwczas swobodne, ale sg pochia-
niane i reemitowane przez specjalnie przygotowany osrodek. “Zatrzyma-
nie Swiatta” mozna interpretowac jako powstanie bardzo ztozonego stanu
kwantowego, w ktérym potencjat chemiczny fotonéw staje sie dodatni. Po-
dobnie mozna powiedzie¢, ze do chwili, w ktorej mtody Wszechswiat stat
sie przezroczysty (czyli do oderwania sie promieniowania zwanego dzi$
reliktowym od materii), potencjat chemiczny fotonoéw byt dodatni.
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Fermiony w niskich temperaturach

Wychodzimy ze znanego juz wtrazenia na wielkg sume statystyczna:

©.@)
==1] Tr ;e Blei—m)n (20)

i=0
gdzie ¢; jest energig, a n; operatorem liczby obsadzen i-tego poziomu.
Rozpatrujemy gaz doskonaty, ktdrego poziomy energetyczne kwantujemy
tak samo, jak dla bozonbéw. RoOznica bierze sie stad, ze liczby obsadzen
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moga przyjmowac tylko wartosci O lub 1.

(eﬁ(u—&“i))n — IO_O[ (1 i eﬁ(u—ﬁz’)) (21a)

Il
|
~ L8
S
el

) 1=0
= —kpT > In (14 Plmei) (21b)
1=0
©.@) ©. @) 1
_ 0 _
W) = i;O " i;() eBlu—e) 1 (21¢)

Copyright © 2015-20 P. F. Gora 7-24



Rownanie stanu

Postepujac tak, jak dla bozondéw i przyjmujgc nierelatywistyczne widmo
energii, znajdujemy, ze dla fermionéw

2 2 gV [2m 3/2 % e3/2
PV = EE T3 4r2 ( h2 ) /d€ efle—p) 41 (22a)
N g [2m 3/2 % c1/2
Vo 4r2 ( h2 ) / e efle—p) 41 (22D)
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Srednia liczba obsadzen

Poziom o energii ; (¢; > 0) jest Srednio obsadzany przez

nd — (65(57;—#) 4 1>_1 (23)

1

czgstek. Widzimy, ze nZQ < 1, natomiast w granicy wysokich temperatur,
T — oo, natychmiast otrzymujemy rozktad Boltzmanna nf = e#(#—¢i),

W T = 0 rozktad Fermiego redukuje sie do funkcji schodkowej:

1 _{1 e < i 24)

ele=w)/kpT 11 |0 e>pu

Stan ukfadu o najnizszej energii otrzymuje sie obsadzajgc jednoczgstkowe
poziomy energetyczne az do u = e W T" = 0. Potencjat chemiczny
doskonatego gazu Fermiego w T = O jest skonczong liczbg dodatnia,
rowng energii Fermiego.
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Enrico Fermi
1901-54
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Wtasnosci doskonatego gazu Fermiegow 7' =0

W T' = 0 mamy po uwzglednieniu (24

N (2 a9 (22 g
0

vV 42 \ h2 3

Stad mozemy wyliczy¢ energie Fermiego i wektor falowy Fermiego jako
funkcje gestosci czgstek:

h2k2 672\ %% 1h2 /N\2/3
=y, S HMIT=0= (7) 2 (V) (6)

Copyright © 2015-20 P. F. Gora 7-28



Podobnie

B 9 (2m)772 52 (27)
Vv 4m2\p2) 5"

2 g [2m\32 ¢,
P:§'47r2<h2) nl (28)

W temperaturze T' = 0 gaz Fermiego wywiera skonczone cisnienie, gdyz
na skutek zakazu Pauliego, obsadzane sg wszystkie stany pedowe, az do
pedu Fermiego. Fermiony w tych wyzszych stanach pedowych wywierajg
ci$nienie na Scianki zbiornika.
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W niskich temperaturach potencjat chemiczny gazu Fermiego jest dodatni
| wiekszy niz dla gazu klasycznego. Dodanie nowej czgsteczki zwieksza
energie, ale poniewaz z duzym prawdopodobienstwem nowa czgsteczka
zajmuje stan o najnizszej dopuszczalnej energii, jest to proces dos¢ prze-
widywalny i zwigzany z nim spadek entropii nie jest znaczny. W granicy
wysokich temperatur T' — oo potencjat chemiczny gazu Fermiego staje
sie praktycznie rowny potencjatowi chemicznemu gazu klasycznego.

!_;_...} - .

1L 3 e 8
2

Fuhnr
]
Lt

|

Rozktad Fermiego w réznych temperaturach
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Gaz Fermiego w skonczonych temperaturach

Dla T" > 0, ale niewiele wiekszych od zera, rownanie stanu przybiera po-
stac

2 gV /2m\3/2 i knT)3/2

—u/kBT

Pomijajgc szczegoty matematyczne i korzystajgc z faktu, ze
p = 0(pV)/ON|ry, mozna znalezé wyrazenie wyrazenie na potencjat

chemiczny:
2 2
kgT
M:gF[1—7T (B ) +] (30)
12 ER
Podobnie
2
kgT
S =" Nkg-B (31)
2 ER
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Wynika stad, ze w granicy niskich temperatur

(32)

Pojemno$¢ cieplna zmienia sie liniowo z temperaturg. Z drugiej strony
w granicy wysokich temperatur pojemnos¢ cieplna dazy do wartosci statej
Cy — 3Nkg.

Funkcje termodynamiczne doskonatego gazu Fermiego nie wykazujg zad-
nych nieciggtos$ci w funkcji temperatury.
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Parametr zwyrodnienia

To, czy w uktadzie dominowac bedg efekty kwantowe, czy tez mozna sto-
sowac statystyke Boltzmanna, zalezy od stosunku objetosci wtasciwej (ge-
stosci czgstek) do objetosci zajmowanej przez czgstke “klasyczng” o dane;

energii cieplnej.

N 12 3/2

N () @
gV \2mmkgT

Jesli £ < 1, efekty kwantowe nie sg istotne. Efektow kwantowych nalezy
szukaC wiec przy bardzo duzych gestosciach lub niskich temperaturach.
Ale jak duzych gestosciach i jak niskich temperaturach? Dla helu w wa-
runkach normalnych £ ~ 4 - 10—/, a wiec gaz zachowuje sie zupetnie
klasycznie. Z drugiej strony dla gazu elektronow przewodnictwa w metalu
¢ ~ 4000. Gaz elektrondw przewodnictwa we wszystkich metalach, az do
temperatury topnienia, zachowuje si¢ jak silnie zwyrodniaty gaz Fermiego.
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Teoria biatych kartow

Biaty karzet to stabo Swiecgca gwiazda, ktéra wypalita juz swoje paliwo
| teraz — powoli — stygnie. Biate karty sg zbudowane gtéwnie z helu.
majg one gestos$é o ~ 107 g/cm3 ~ 107, mase M ~ 1033g ~ Mg,
temperature T ~ 107 K ~ T. Gwiazda zbudowana jest z catkowicie zjo-
nizowanych jgder helu i gazu elektrondéw swobodnych. Gestos¢ elektronow
wynosi ~ 1039 na cm3, co odpowiada energii i temperaturze Fermiego

h2

2Mme

Ep ~ ~20MeV, Tp =¢ep/kg~ 101K, (34)

Temperatura Fermiego jest o wiele wyzsza od faktycznej temperatury gwia-
zdy, wiec gaz elektronbw mozna traktowac jak doskonaty gaz Fermiego,
zachowujacy sie jak gaz w temperaturze zera bezwzglednego.

W tym uproszczonym modelu pomijamy efekty takie, jak mozliwo$¢ kreacji
par elektron-pozyton oraz kreacji neutrin w zderzeniach.
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Biaty karzet jest stabilny, gdyz energii grawitacyjnej przeciwstawia sie ci-
Snienie gazu Fermiego.

Obliczmy to cidnienie. Energie poziomdw nie zalezg od spinu i sg dane
przez

eps =\ (pc)2 + (mec®)?. (35)

Wobec tego energia stanu podstawowego jest dana catkg z tego wyrazenia
az do pedu Fermiego pp = h(372/v)1/3:

ov F
Bo="% [ dp4mp®\/(p0)? + (mec?)? (36)
0
Wodwczas
E m405
WO 2h3 v f(xF) (37)
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gdzie xp = pp/mec Oraz

flxp) = /dazwzv 14 22
0

z3(1+ 2% +...) zp < 1 (nierelatywistyczny)
Masa gwiazdy wynosi M ~ (me 4 2mp) N =~ 2mpN (N jest liczbg elek-
tronéw w gwiezdzie), a jej promien R = (3V/4x)1/3. X mozna teraz
wyrazi¢ przez mase gwiazdy i jej promien:

o1 (97T.M>1/3 /3

(38)

D= W

(1 + %2 +...) zp > 1 (ultrarelatywistyczny)
F

- — = (39)
mec R R

gdzie M = (97/8) - (M/myp), R = R/(h/mec) sa masg zredukowang
| promieniem zredukowanym gwiazdy.

Copyright © 2015-20 P. F. Gora 7-36

rp — —




Cisnienie wyznaczamy z warunku pg = —0FEg/0V, co w przypadku ultra-
relatywistycznym daje

e (]\_44/3 ]\_42/3> e mec2 (mec)3
PO — ) .

R4 R2 ~ 1272\ &

(40)

Komentarz: Wyrazenie (40) jest wzorem na ciSnienie Fermiego w przypadku
ultra-relatywistycznym. Wyrazenie na energie czgstki swobodne; jest inne, niz
w omawianym poprzednio przypadku nierelatywistycznym.
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Granica Chandrasekhara

Aby gwiazda mogta pozostawac¢ w rownowadze, praca potrzebna do spre-
zenia gazu od stanu nieskonczonego rozrzedzenia do kuli o zadanym pro-
mieniu i ciSnieniu pg musi by¢ rdwna energii grawitacyjnej gwiazdy:

G M?
-

R
/drpo47rfr2 = — (41)
@

R&zniczkujgc to wyrazenie po R otrzymamy nastepujgcy warunek rowno-

wagi:
1 8miy\ 2 MeC 4 N2
e e
F0 47 Orm h R4 (42)

Aby gwiazda byta w réwnowadze, cisnienie “grawitacyjne” (42) musi bycC
co do wartoéci réwne cisnieniu gazu Fermiego (40). W przypadku ultrare-
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latywistycznym otrzymujemy stgd nastepujgcy warunek na promien zredu-

kowany.
—\ 2/3
R= MQBJ 1— (ﬁ) (43)
Mo

Z rownania (43) widac, ze istnieje maksymalna masa M = Mg, powyze;
ktorej biaty karzet traci stabilnos¢. Masa graniczna nosi nazwe granicy
Chandrasekhara. Mg ~ 1.4 M.
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Subrahmanyan Chandrasekhar, 1910-94
Nagroda Nobla 1983
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