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Statystyki kwantowe

Rozpatrujemy gaz doskonaty o Hamiltonianie

N
H=)
i=1

Zamykamy czastki w bardzo duzym pudle o idealnie sztywnych Scianach
— pedy sg wowczas skwantowane i czgsteczki mogg obsadzac tylko po-
ziomy enerqii
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om

(1)
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p
R 2
€p > (2)
gdzie p jest wartoscig wtasng operatora pedu
2mh
— 3
p=-mn (3)
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Aby obliczy¢ wartos¢ energii, nalezy teraz wysumowac po (obsadzonych)
wartosciach wtasnych pedu.

Jezeli pudto jest naprawde bardzo duze, sumowanie po pedach zastepu-
jemy catkowaniem

> [ d 4
p

Stan uktadu mozemy wyznaczyC przez podanie liczby obsadzen np po-
szczegoblnych stanéw. Catkowita energia i catkowita liczba czgstek sg
rowne

zp: EpNp (5a)

N = Y np (5b)
P
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Bozony i fermiony

Mozliwe liczby obsadzen bardzo sie réznig dla bozondw i fermiondéw:

0,1,2,... bozony
0,1 fermiony
Dla czastek boltzmannowskich np = 0,1,2,... ale jeden ukftad {np}

okresla N'!/T](np!) standéw uktadu N czgstek: dla czastek boltzmannow-
p

skich przestawienie dwu czgstek prowadzi do nowego stanu, podczas gdy
dla bozonow przestawienie czgstek nie prowadzi do zadnych zmian, a dla
fermiondw moze jedynie zmieni¢ znak funkciji falowe.
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Gdy V — oo, poziomy energetyczne tworzg widmo ciggte. Podzielmy je
na grupy poziomow — komoérki — zawierajgce, odpowiednio, g1, go, . ..
pozioméw. Srednia energia i-tej komorki wynosi ¢;, a jej liczba obsadzen,
bedgca sumag liczby obsadzen poszczegdlnych poziomdw, wynosi n;. (Ta
dziwna konstrukcja stuzy do tego, abySmy mogli wykonywac dyskretne su-
mowanie, formalnie przeszedtszy do widma ciggfego.)

Niech W {n;} bedzie liczbg stanébw odpowiadajgcag uktadowi liczb obsa-
dzen {n;}. Wowczas

r(E) =) W{n;} (7)
{n;}
gdzie sumujemy po wszystkich mozliwych stanach o zadanej energii i licz-
bie czastek. Teraz wystarczy znalez¢ wszystkie mozliwosci rozmieszcze-
nia n; czastek w i-tej komorce, zawierajgcej g; pozioméw ©.
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Doskonaly gaz Bosego

Kazdy poziom moze by¢ obsadzony przez dowolng liczbe czastek. Niech
i-ta komoérka ma ¢g; podkomérek (poziomow) i g;—1 przegrod pomiedzy
nimi. Trzeba znalez¢ liczbe permutacji n; czastek i g;—1 przegrdd, ktore
prowadzg do réznych rozmieszczen.

(n; +g;—1)!
Wi} = IZI n;!'(g;i — 1)!
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Doskonaty gaz Fermiego

Liczba czastek w kazdej z g, podkomoérek wynosi 0 lub 1. Trzeba znalezé
liczbe sposobdw wybrania n; sposrod g; przedmiotéw

Win} =] % (9)

S nil(gi —ny)!
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Doskonaty (kwantowy) gaz Boltzmanna

Umieszczamy N czgstek w komorkach, tak, aby i-ta komorka zawierata

n; czastek. Mozna to zrobiC na N!/[](n;!) sposobow. Z kolei w kazdej
1

komorce jest g; poziomow: jest (g;)™ sposobdw, na ktére n; czastek moze

obsadzic¢ te g; poziomdw. Ostatecznie zatem

(g;)™

W (10) podzielilismy przez N! aby zapewni¢ “poprawne zliczanie bolt-
zmannowskie” (jest to pewna niekonsekwencja, ale kwantowy gaz czagstek
klasycznych sam w sobie jest niekonsekwencja).
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Cieplna dtugos¢ fali

Dla gazu Boltzmanna

V 3
E = Zzgieie—ﬁéi . Zg /47_‘_p < ) e—ﬁp2/2mdp — EN]{'BT

(11b)

2wh? . o . e .
A= T jest cieplng dlugoscig fali, czyli dtugoscig fali de Broglie’'a
kaT

czastki o masie m i energii kgT. (Zgodnie ze wczesniejszymi oznacze-
niami, z = eP*, gdzie 1 jest potencjatem chemicznym.)
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Operator gestosci

W przypadku klasycznym chcieli§my zna¢ gestos¢ stanéw uktadu. W przy-
padku kwantowym pojecie gestosci standéw zastepujemy pojeciem opera-
fora gestosci.

Przypusémy, ze uktad jest opisywany przez poprawnie znormalizowang
funkcje falowg |¢). Stworzmy operator

0= [¥)(¥]. (12)
Posiada on nastepujgce wtasnosci:
1. Jest hermitowski.
2. Jest dodatnio okres$lony: Dla dowolnego stanu |¢)

(Bl0]9) = (B1) W]y = |(h|p)|? = 0.
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3. Tro = 1. Istotnie, niech {|f;)} tworzg unormowang baze w prze-
strzeni Hilberta. Wowczas

V) = Z | fi) (fil)
| dalej

Tro=> (filolfi) = D _(fil) (| f:)

7 7

=S| i) {fil)

1

(Y] (Z |fz'><fz'|) 1Y) = (Yly) = 1.
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Uogdlniajgc powyzsze wtasnosci 1,2,3, kazdy operator o hermitowski, do-
datnio okreslony i o $ladzie rownym 1 (Trg = 1) nazywam operatorem
gestosci lub krotko stanem.

Skoro operator gestosci jest hermitowski (wtasnoé¢ 1), jego wektory wia-
sne tworzg baze ortonormalng. W tej bazie operator gestosci jest diago-
nalny, a jego wartosci wtasne, ktére sg nieujemne (wtasnos¢ 2) i sumujg
sie do jednoséci (wtasnos¢ 3), mozna traktowac jako pewien rozktad pra-
wodpodobienstwa: Sg to mianowicie prawdopodobienstwa tego, ze uktad
jest w odpowiednim stanie bazowym operatora gestosci.
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Wartosc¢ oczekiwana

Niech O bedzie pewnym operatorem hermitowskim. Warto$¢ oczekiwang
tego operatora w stanie |¢) liczymy jako

(O) = @W[Olp) =D (WIOIf){filv)

(

= () @IO1f) = Tr (|9)(¥10)

Kontytuujgc zaproponowane uogdlnienie, jesli o jest dowolnym operatorem
gestosci, warto$¢ oczekiwana operatora O w stanie g przyjmujemy jako

(0) =Tr (20). (13)
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Rownanie Liouville’a

Jak opisac ewulucje czasowg operatora [y){(1|? Korzystamy z rownania
Schrodingera

i 9) = H |y) (14)
gdzie H jest hamiltonianem, a wobec tego
0 0 0
g (10D = (5190 ) i+ 1) (5 1)
= — H [9) @]+ [9) (| A (15)
gdzie skorzystaliSmy z hermitowskos$ci hamiltonianu.

Ostatecznie

i () (wl) = A )l — )l A = (A [l (19
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Jak poprzednio, uogolniamy to rownanie i powiadamy, ze ewolucja cza-
sowa operatora gestosci dana jest rownaniem

z‘hg—f — [H @} . (17)

Rownanie (17) jest kwantowomechanicznym odpowiednikiem klasycznego
rownania Liouville’a

do
—= = _—{o,H}, 18
gdzie o jest gestoscig standw w przestrzeni fazowej, a {,} jest nawiasem

Poissona.
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Przypadek klasyczny

Na poprzednim wyktadzie widzieliSmy, ze suma statystyczna i wielka suma
statystyczna w przypadku klasycznym wyrazajg sie wzorami

d3Np d3N

q _
Iy = ZN(V,T) = N BH(p.a) (19a)

oo
===(V,T,pn) = > NPz, T). (19b)
N=0
Termodynamike uzyskujemy, odpowiednio, ze wzoréw

F = —kgTinZy(V,T) (20a)
F Nu—kgTIn=(V, T, 1) (20b)
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Przypadek kwantowy

Przez analogie z przypadkiem klasycznym, w przypadku kwantowego ze-
spotu kanonicznego powiadamy, ze operatorem gestosci jest

6= PH TrePH (21a)

H jest (kwantowym) hamiltonianem uktadu. Dla wielkiego zespotu kano-
nicznego bierzemy

o= e—ﬁ(H '“’N)/Tr —B(H—pN) (21b)
gdzie N jest operatorem liczby czastek. Wida¢, ze operatory (21) sg po-

prawnie zdefiniowanymi operatorami gestosci: sg hermitowskie, dodatnio
okreslone, a ich slady sg réwne jeden.

Mianowniki (czynniki normalizacyjne) powyzszych wyrazen odgrywaja role,
odpowiednio, sumy statystycznej i wielkiej sumy statystyczne;j:

Zy=Tre PH Jup ==Tr e BH-HN) (22)
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Stany czyste i mieszane

Operator (12) ma jeszcze jedng wtasnosé: Ot6z dla tego operatora

o°=5. (23a)
Tej witasnosci nie zagdamy. Dopuszczamy, aby w ogélnosci
0% # 6. (23b)

Dlaczego nie zgdamy tej wtasnosci? Wyobrazmy sobie, ze pewien uktad
| jego otoczenie sg opisywane przez pewng funkcje falowg, a wiec odpo-
wiadajgcy jej operator gestosci giot ma wiasnosc¢ (23a). Jesli jednak utwo-
rzymy zredukowany operator gestosci, eliminujgc stopnie swobody otocze-
nia

Ored = TITot Otot (24)
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bedzie on operatorem gestosci (posiada wtasnosci 1,2,3), ale nie ma gwa-
rancji, ze posiada wtasnos¢ (23a): w ogdblnosci zachodzi wtasnos¢ (23b).

Stany, ktore spetniajg (23a), nazywamy stanami czystymi. Stany, ktore
spetniajg (23b), nazywamy stanami mieszanymi. Stany mieszane sg bar-
dziej ogolne, niz stany czyste.
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Rozklad Plancka

Rozpatrujemy gaz fotondw. Dla celdw naszej dyskusji wystarczy wiedziec,
ze

e foton o czestosci w ma energie Aw

e foton o czestosci w ma ped 7k, [k| =%

e istniejg dwie niezalezne polaryzacje fotonue -k = 0

e liczba fotonow nie jest ograniczona, gdyz atomy “wneki” mogg po-

chtania¢ i emitowac fotony (potencjat chemiczny gazu fotonéw wynosi
Z€ero).

Po zamknieciu gazu fotonéw w pudle o krawedzi L (V = L3), wektory
falowe zostang skwantowane k = QT”n, gdzie sktadowe wektora n mogg
przybiera¢ wartosci O, &1, +2,.... Liczba dozwolonych pedéw pomiedzy

.V 2
k a k+dk wynosi W47Tk dk.
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Catkowita energia takiego stanu pola elektromagnetycznego, w ktorym jest
ny ¢ fotonow o pedzie k i polaryzacji € wynosi

E{nk,s} — Z hwny ¢ (25)
ke
gdzie w = clk|, ny . = 0,1,2,....

Suma statystyczna dana jest wzorem
7 — Z e_ﬂE{nk,s}

> 1
= ¥ oo | s  twmee | =1 X e =[] @9

{nk et k,e k,e n=0 k,e

nZ=-2%1In(1-e ™) =-2%"In (1 -~ eﬁﬁc?ﬂnlvl/?’) (27)
k n
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Mozemy teraz obliczy¢ srednig liczbe fotondw o pedzie k

1 0 2
(k) B o(hw) " eflw 1 (28)
energie wewnetrzng
Uz—ianzzm‘J(nk), (29)
o3 .
oraz ciénienie
P 18InZ 1Zh< ) (30)
= - — = — w (N -
B OV 3V 4 k

taczac (29) i (30) otrzymujemy rownanie stanu gazu fotonow:

1
PV =_U. (31)
3

Na koniec obliczmy U/V w granicy V' — oo. Otrzymujemy
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U 2 hC
== (Qw)3/dk47rk e = = 3/dw (32

Oznaczajac
@)
= /dwu(w,T) (33)
0

widzimy, ze gestosc energii fotonow o czestosci w Wynosi

h w3

ulw,T) = 7203 eBhw 1

(34)
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ultraviolet visible range infrared

BLACKBODY RADIATION
B 2he? 1
EQ, T)= E ) HIKT

>
0 T = 6000 K
§)
£

Amax T =5000 K

T =4000 K
T = 3000 K
[ [ | | [ [ | [ I I | [ [
0 500 1000 1500 2000
Wavelength

Zrédto rysunku: Chemistry glossary
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Ciatlo doskonale czarne

Ciato doskonate czarne pochtania wszelkie promieniowanie elektromagne-
tyczne, jakie na nie pada, niezaleznie od czestotliwosci, polaryzacji czy
kagta padania. Pochtania cate promieniowanie, niczego nie odbija ani nie
transmituje. Ciato doskonale czarne nie wymienia z otoczeniem energii
pod postacig pracy’l Jesli zgdamy, aby ciato doskonale czarne pozosta-
wato w rownowadze termodynamicznej, ciato doskonale czarne musi emi-
towaC promieniowanie (promieniowanie ciata doskonale czarnego), przy
czym
e Ciato doskonale czarne jest emiterem idealnym: emituje co najmniej
tyle samo energii termicznej, co dowolne inne ciato w tej samej tem-
peraturze.
*W zasadzie ciato doskonale czarne nie powinno wymieniac z otoczeniem energii inaczej,

niz pod postacig promieniowania, ale niekiedy rozwaza sie stabilizacje temperatury za
pomocg termostatu.
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e Ciato doskonale czarne jest emiterem dyfuzyjnym (rozproszonym): na
kazdg jednostke powierzchni prostopadtej do danego kierunku, emi-
tuje energie izotropowo, niezaleznie od kierunku.

Jaki jest rozktad promieniowania ciata doskonale czarnego? Promienio-
wanie musi pozostawac w rownowadze z ciatem doskonale czarnym, ktére
jest jego zrédtem, a wiec musi mieC takg temperature, jak to ciato dosko-
nale czarne. Jest to zatem promieniowanie elektromagnetyczne, w stanie
rownowagi, o okreélonej temperaturze. Wiemy juz, ze gestos¢ (rozktad)
takiego promieniowania dana jest rozktadem Plancka (34)).
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Cialo doskonale czarne w praktyce

1. Wnheka z dziurkg. Mata wneka, o scianach wewnetrznych catkowi-
cie nieprzezroczystych, utrzymywana w statej temperaturze przez ze-

wnetrzny termostat.

Promieniowanie moze wpadac¢ do wneki przez niewielki otworek, a praw-
dopodobienstwo, ze zostanie natychmiast odbite spowrotem na ze-
wnatrz, jest bardzo niewielkie. Po wielokrotnych odbiciach promienio-

wanie termalizuje sie i ostatecznie jest emitowane przez otworek. Tak
6-27
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w XIX wieku eksperymentalnie badano widmo promieniowania ciata
doskonale czarnego. Wneka nie jest idealnym modelem ciata dosko-
nale czarnego, gdyz, po pierwsze, nie ma substanciji idealnie nieprze-
zroczystych, po drugie, model zatamuje sie dla fal dtuzszych, niz roz-
miar wneki (czyli dla niskich czestotliwosci).

2. Gwiazdyiﬂ. Gwiazda pochtania prawie cate padajgce na nig promienio-
wanie, wiec zgodnie z definicjg, jest ciatem doskonale czarnym. Statg
temperature zapewniajg gwiezdzie reakcje termojgdrowe lub inne pro-
cesy w wygastych gwiazdach. Gwiazda pozostaje w robwnowadze ze
swoim polem promieniowania: rozktad promieniowania gwiazdy ma
charakter Planckowski (plus linie widmowe od charakterystycznych
pierwiastkow).

fJest to przyktad nieoczywisty z dydaktycznego punktu widzenia, ale bardzo dobry, do
niedawna najlepszy ©.
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3. Promieniowanie mikrofalowe tta (CMB, Cosmic Microwave Backgro-
und Ratiation). Gdy satelia COBE na poczatku lat 90 XX wieku do-
ktadnie zmierzyt rozktad mikrofalowego tta, okazato sig, ze jest to naj-
doskonalszy przyktad doswiadczalnie uzyskanego rozktadu Plancka.

Cosmic microwave background spectrum (from COBE)
400 I I I I ! |

| | I
COBE data —+—
Black body spectrum
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W skali rysunku btedy punktéw pomiarowych miescityby sie w grubo-
sci linii, jakg narysowano rozktad teoretyczny. Kierownicy gtéwnych
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projekiow naukowych COBE, George Smoot i John Mather, otrzymali
w 2006 Nagrode Nobla.

Zyjemy we wnetrzu wneki rezonansowej, ktora jest caty Wszech$wiat.
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