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Zespot kanoniczny|

ZespoOt mikrokanoniczny jest (przynajmniej w warstwie koncepcyjnej)
swietnym narzedziem do opisywania uktadoéw izolowanych. Bardzo czesto
mamy jednak do czynienia z uktadami nieizolowanymi, moggcymi wymie-
nia¢ z otoczeniem energie w formie ciepta, ale pozostajgcymi z otoczeniem
w rOwnowadze.

Wyobrazmy sobie, ze badany uktad i jego “otoczenie” tgcznie stanowig
uktad izolowany o energii . Energia “otoczenia” wynosi E5, energia
uktadu Eq, E1 + E> = FE (przy zatozeniu skonczonego zasiegu oddziaty-
wan i zaniedbaniu efektéw powierzchniowych). Liczba czgstek “otoczenia”
jest wiele wigksza od liczby czgsteczek uktadu, a zatem energia (wielko$¢
ekstensywna) tez jest o wiele wieksza: N> > N1, E> > F1.

*Zwany takze zespotem Gibbsa lub zespotem izotermicznym
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Dowodzac ekstensywnosci entropii w zespole mikrokanonicznym wykaza-
lismy, ze dwa poduktady pozostajgce w réwnowadze muszg mie¢ te samg
temperature, 17 = 1> =1T.

Objetos¢ fazowa zajmowana przez “otoczenie” wynosi >(E>). Uktad
| “otoczenie” tworzg zespdt mikrokanoniczny. W zespole mikrokanonicz-
nym gestos¢ standw wynosi 1 na powtoce energii i zero poza nig. Gestosc
stanow samego uktadu otrzymamy jako rodzaj “rozktadu brzegowego”, wy-
catkowujac po stopniach swobody “otoczenia”.

o(P1,91) = /dP2 dgy ~ T2(E2) =T2(FE - Eq) . (1)
o
Spodziewamy sie, ze tylko warto$ci E; bliskie E; dadzg wkiad do
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>(FE — E1), mozemy wiec dokonac¢ rozwinigcia:

0S->(FE
kg INT(E —E1) = So(E— Eq) ~ So(E) — E ;é 2)
2 |Ex=E
E4
— S~(E) — — 2
>(E) - (2)
Wobec tego
1 R
[~(FE — Fq1) ~e —S->(F)| e — . 3
o( 1) >~ exp = o( )] XD( kBT> (3)

Pierwszy czynnik nie zalezy od E;, mozemy wiec go potraktowac jako
statg. Biorgc pod uwage, ze Fq jest wartoscig hamiltonianu uktadu, otrzy-
mujemy wzor na (nieunormowang) gestosc stanow w rozktadzie kanonicz-
nym:

o(p1,q1) ~ e HPLA)/kpT (4)
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Suma statystyczna

Dla uproszczenia zapisu, odtad bedziemy oznaczac g8 = kBLT. Wielkos¢
d3Np d3N

N!h3N
nosi nazwe sumy statystycznej lub funkcji rozdziatu. N oznacza liczbe
czagstek. Czynnik N! wprowadzamy dla zapewnienia “poprawnego zlicza-
nia boltzmannowskiego”. Stata h ma wymiar iloczynu pedu i potozenia
| jest wprowadzana (na poziomie klasycznym) po to, aby uczyni¢ sume sta-
tystyczng wielko$cig bezwymiarowg, ale mozna tez powiedzieC, ze ozna-
cza ona rodzaj coarse grainingu (gruboziarnistosci): nie analizujemy, co
sie dzieje w “pudetkach” o krawedzi h.

Zn = ZN(V,T) = de—BH(p.a) (5)

Czynnik N! h3N nalezy tez uwzglednié w normalizacji gestosci stanéw.
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Termodynamike uzyskujemy ze wzoru

ZN(V,T) = e BFVT) (6)

gdzie F' jest energig swobodng Helmholtza.

Aby pokazaé, ze F' ze wzoru (6) jest energig swobodng, po pierwsze za-
uwazmy, ze F' jest ekstensywne: Jesli uktad jest sumg dwu poduktaddw, to,
przy zwyktych zatozeniach, Zy; jest iloczynem dwu czynnikéw. Po drugie,
zbadajmy zwigzek pomiedzy F' a innymi wiekosciami termodynamicznymi.
Mianowicie, w sposob oczywisty zachodzi

1 _
1 = N3N /d3Np 3N g SEVT)-H(p,0)) (7)
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Rozniczkujgc obustronnie po 5 dostajemy
1 OF
B3Ny 3N g BEWVT)-H(p,0)) | p(v. T | _H
N!h3N/ pd>qe (V, )+685V (P, q)
= 0. (8)
Pierwszy i drugi czton w nawiasie kwadratowym nie zalezg od p, g, mozna

je wiec wyciggnac¢ przed catke, ktéra daje jeden. Ostatni czton daje (H),
czyli energie wewnetrzng U. Zatem

F
F-U-T or =0 (9)
oT' v
Jesli przyjmiemy, ze entropia spetnia
F
S=— or : (10)
oT' v
odtwarzamy znang z termodynamiki relacje
F=U-TS, (11)
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co dowodzi, ze F' zdefiniowane przez rownaie (6], jest energig swobodng.
Dla kompletu, ciSnienie
OF

P=—— . (12)
oV T
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Fluktuacje energii w rozktadzie kanonicznym

Jak widzieliSmy przed chwilg, zachodzi
[ @*Npd®Nglu — H(p, ]e? T HE) = 0. (13)
Rozniczkujgc to wyrazenie po [ otrzymujemy

8U_I_/d3di3Nq66(F H(pq))(U H) (F H — T?;) = 0. (14)

Biorgc pod uwage wyprowadzone przed chwilg relacje termodynamiczne,
14)) jest rownowazne

oU

%+<(U—H)2>=O. (15)
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Zatem

\/<(U—H)2> = \/<H2>—<H>2= —g—g
= \/kBTQg—g — \/kBTQCv. (16)

Poniewaz (H) ~ N oraz Cy, ~ N, wzgledne fluktuacje energii

(H?) —(H)* 1 17
\  (H)? VN’

a wiec sg zaniedbywalne w granicy termodynamicznej. W granicy termo-
dynamicznej prawie wszystkie uktady wchodzace w sktad zespotu kano-
nicznego majg energie (H ), co oznacza, ze zespot kanoniczny jest w gra-
nicy termodynamicznej rownowazny zespotowi mikrokanonicznemu, w kto-

rym z zatozenia wszystkie uktady majg takg samag energie.
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Fluktuacje energii w granicy termodynamicznej mozemy zatem modelowac
za pomocg rozktadu Gaussa

B 2
©oxp (L= 00 1o

Z (17) wynika, ze szeroko$¢ tego rozktadu zachowuje sie jak ~ 1/+/N dla
N — oo.

Komentarze:

1. Zatozenie o gaussowskos$ci moze sie wydawac arbitralne, ale w Swietle centralnego
twierdzenia granicznego oznacza ono tyle, ze energia wewnetrzna, traktowana jako
zmienna losowa, ma skonczony drugi moment — co wyzej explicite przyjmujemy.

2. Dla kazdego konkretnego uktadu wchodzgcego w sktad zespotu kanonicznego U
jest wielkoscig Scisle okreslong. Jednak gdy rozpatrujemy caty zespo6t i zastana-
wiamy sie, jak zmienia sie U w obrebie tego zespotu, traktujemy U jak zmienng
losowa.
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Entropia Gibbsa

Znormalizowana do jednosci gestos¢ stanéw

exp(—-BH(p,q))
A4

jest gestoscig prawdopodobienstwa, ze uktad znajduje sie w otoczeniu

punktu (p, q). (19) rzeczywiscie jest gestoScig prawdopodobienstwa, gdyz

0 < p(p,q) < 1oraz [p(p,q)dpdq = 1. Rozwazmy wielko$¢

(19)

p(p,q) =

S = —kB/p(p,q) Inp(p,q) dpdq. (20)
Mamy
—BH
Inp = In Z —BH —InZ
1 1 1
= —— H-—|—F|=—(F—-H). (21)
kpT kpT kpT
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Zatem

S = —kB/p(p,q) @%(F — H(p,q))dpdq. (22)

Powtarzajgc rozumowanie, z ktérego skorzystaliSmy analizujgc (8), otrzy-
mujemy

S = —kB/p(p,q)kB%T(F— H(p,q))dpdq
= —kB/p(p,q)

1
——(F-U)dpdq
1
= —kB/p(p,q)—T(—TS) dp dq

kgT
kp
= S/p(p,q) dpdq =5, (23)

gdyz S nie zalezy od zmiennych catkowania.
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OtrzymaliSmy w ten sposdb niestychanie wazny wzor na entropie Gibbsa:

S = —kp [ p(p,q) Inp(p,q) dpdq, (24)

gdzie catkowanie rozcigga sie na catg dostepng uktadowi przestrzen fa-

ZOW3.

Uogdlnienie wzoréw

19

24

na przypadek dyskretny jest oczywiste.
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Josiah Willard Gibbs
1839-1903
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Réwnowaznos¢ entropii w zespole mikrokanonicznym

Dla uktaddéw dyskretnych szczegdlnie tatwo jest pokaza¢ pewng tozsa-
mosC. Przypuscmy, ze uktad dyskretny moze znajdowac sie w ktdryms
z N standw o enerqgii £;, ¢ = 1,..., N. Wowczas wzoér na entropie Gib-
bsa przyjmuje postac

N
S=—kp > pilnp, (25)
i=1
gdzie
p; — NeXD(—ﬂ E;) | (26)
Z eXp(_B Ey)

Tak jest w wypadku zespotu kanonicznego. Gdy jednak rozpatrujemy ze-
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sp6t mikrokanoniczny, wszystkie prawdopodobienstwa sg rowne:

, 1
‘v’z:pizﬁ. (27)
Wdwczas
N N N
1 1 In NV
S = —k N p, = —k —In|— ) =kp—— 1

o X pinn=—kp & (3) = e S

=1 =1 =1
= kBInN, (28)

co jest niczym innym jak wzorem na entropie Boltzmanna! W rozktadzie
mikrokanonicznym entropia Gibbsa i entropia Boltzmanna sg sobie Scisle
rowne.
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Gaz doskonaty ©

Hamiltonian klasycznego, jednoatomowego gazu doskonatego ma postac

N 2

H =

1=

(29)
1 2m

Obliczamy sume statystyczng. Poniewaz czgstki nie oddziatujg, ma ona,
z doktadnoscig do wspotczynnika, postac iloczynu jednoczgstkowych funk-

cji rozdziatu:
1 al pz'2 3 3 3 3
‘ N!h3N/exp(_i;2kaT>dql"'qud P1-..d°PN
L o P; 3 3 3 3
N!h3N/i1;[1eXp <_2kaT> d>q1...d>qnd’p1...d°pN
ﬁziv’ (30)
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gdzie

2

P 3. 43
71 = /ex — d>ad’p. 31
1 P ( 2mk3T> 1¢°p (31)

Catka po zmiennych przestrzennych, daje objeto$é: [ d3q = V. Catke po
pedach obliczamy we wspotrzednych sferycznych:

7y = V/ex i3
1 D( kaT> p

2

0
= 47rV/dpp exp | — P = 47T(2kaT)3/2V/drr26_r
kaBT

2

(2rmkpT)3/2V (32)
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Ostatecznie

((2rmkpT)3/ 2)N 1%
4= N1K3N ’ 39
wiec w zwigzku z (6)
1 . 2\3/2
_@F_Nln((zwml@ir/h )3/2V) —InN!. (34)

Po skorzystaniu ze wzoru Stirlinga In N! ~ NIn N — N i odpowiednim
zinterpretowaniu statych odtwarzamy wzér znany z jednego z poprzednich
wyktadow:

v

7\ 3/2
F = —-NEkgTIn (() ) + NkgT'InN — NkpT'. (35)
1o Vo
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Rozkiad Maxwella

Wielkos$é¢

3/2 2
f(v3) = (2 . T) e T (36)
TRB

jest gestoscig prawdopodobienstwa, ze kwadrat wektora predkosci czastKi
gazu doskonatego przybiera warto$¢ v2. Gdyby$my chcieli znalezé wyra-
zenie na to, ze wartosc predkosci ma wartos¢ v, nalezy w (36) przejs¢ do
wspotrzednych sferycznych i przecatkowac po katach. Dostajemy

3/2 ; o2
_ T 2kpT
f(v) =4nr (QWkBT> vSe <FBY, (37)

Jest to rozktad Maxwella, rozktad wartosci predkosci czasteczek jednoato-
mowego gazu doskonatego.
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Najbardziej prawdopodobna predkos¢, odpowiadajgca maksimum roz-

ktadu (37)), wynosi
knT
vp = | —2—, (38)
m

(39)

a predkos$¢ Srednia

v =

2
—Up .
VT
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Klasyczne oscylatory harmoniczne

Rozwazmy “gaz” klasycznych, jedowymiarowych, identycznych, stabo
odziatujgcych oscylatorow harmonicznych. Mogag one miedzy sobg wy-
mieniaC energie, ale oddziatujg sfabo, tak ze indywidualne hamiltoniany
pozostajg niezaburzone. Hamiltonian catosci ma postac

H %(1 2 1, 2) k>0 (40)
= o, T M)

Postepujac jak poprzednio, widzimy, ze funkcja rozdziatu ma postac

1Y
Z = _ﬁzl (41a)
1 2 ka2
7, = —/exp B N W (41b)
b, dmkpT 2kgT
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_ 2kpT

Z
1 hw

[ exp(—(€2 +n?)) de dn, (42)
R2

gdzie w = /k/m jest czestoscig oscylatora. Przechodzgc do ukfadu
biegunowego dostajemy

2kpT v = 2
71 = B /d(b /re_r dr . (43)
hw
0] 0
N—— ~~ o
21 1/2
Ostatecznie
1 /kpT\V
z= ("2 (44)
NI\ hw

gdzie h = h/(27) ©.
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Energia swobodna “gazu” jednowymiarowych klasycznych oscylatoréw
harmonicznych wynosi

kT
F:—NkBTInhi—I—NkBTInN—NkBT. (45)
W
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Dyskretne uktady kwantowe

Sg trzy uktady kwantowe, ktérych dyskretne stany wtasne mozna zna-
lez¢ w sposéb jawny. Mozna rozpatrywaé “gazy” (w sensie jak powy-
zej) stabo oddziatujgcych takich uktaddéw i probowac wyliczy¢ odpowiednie
sumy statystyczne; jednoczgstkowe sumy statystyczne obliczamy sumujgc
po wszystkich stanach z uwzglednieniem degeneracji. Majgc sume staty-
styczng, mozna wyprowadzi¢ klasyczng, w gruncie rzeczy, termodynamike
takich “gazéw”. Uktadami tymi sa:
e kwantowy jednowymiarowy oscylator harmoniczny, E, = fiw(n + 3),
n=20,1,....
e kwantowy rotator sztywny, E; = ?l(l +1),l=0,1,.... I jest mo-
mentem bezwtadnosci. Funkcjami wlkasnymi sg harmoniki sferyczne,
a kazdy stan o takiej samej energii jest ({41 )-krotnie zdegenerowany.
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— 4 1
e atom wodoru E, = — Mme€ |
! 2.2 29
8h L

samej energii jest n2-krotnie zdegenerowany. Wspotczynnik w wyra-
zeniu na energie nosi nazwe statej Rydberga, Ry ~ 13.606 eV.

n = 1,2,.... Kazdy stan o takiej

Zarysowany powyzej program daje sie zrealizowac dla “gazu” oscylatoréw
harmonicznych i “gazu” sztywnych rotatorow. (Zachecam do wykonania
odpowiednich obliczen.) Dla atomu wodoru jest problem.

Przy obliczaniu jednoczgstkowej funkcji rozdziatu dla kwantowego atomu
wodoru napotykamy wyrazenie

S 1 Ry
s = 5,700 -3 ()
hyd 2" p( kT )

n2
n=1
— anexp< Y 2>>Zn2—>00 (46)
n=1 kBT n n=1
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Jak widzimy, suma statystyczna dla nierelatywistycznego, kwantowego
atomu wodoru jest rozbiezna. Kwantowy atom wodoru jest w stanie nie-
termicznym. Mozna temu probowac zaradzi¢ na trzy sposoby:

e Zamykajgc atom wodoru w skonczonym “pudetku”. Ogranicza to fi-
zyczne dopuszczalne rozmiary atomu i suma w (46) staje sie skon-
czona.

e Przy uzyciu entropii nieekstensywnych — patrz tutaj.

e Rozpatrujgc atom wodoru wraz z ciggtym widmem standw dysocjacyj-
nych i z polem promieniowania, co jest bardzo skomplikowane.

Wykracza to jednak poza zakres tego wyktadu.

Prawdziwe gazy kwantowe wymagajg specjalnego potraktowania — zro-
bimy to w nastepnym wyktadzie.
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Wielki zespo6t kanoniczny

Rozwazamy teraz sytuacje, w ktérej uktad moze z otoczeniem wymieniac
nie tylko ciepto, ale takze materie (czgstki), pozostajgc przy tym w réwno-
wadze. Rozpatrujemy “kolekcje” zespotow kanonicznych, w kiorym ukfad
| otoczenie majg inne liczby czgstek, sumujgce sie jednak do tej same;
catkowitej liczby czgstek NN, oraz inne energie, sumujgce sie do tej samej
energii catkowitej. Postepujgc podobnie, jak przy konstruowaniu rozktadu
kanonicznego, dochodzimy do wniosku, ze dla kazdego elementu tej ko-
lekcji gesto$¢ stanu uktadu (przy ustalonej liczbie czgstek w uktadzie, Nq)
WYNOoSi

Zn,(Va,T) e~ BH(P1,41,N1)

Nq) = 47
Q(p17QI7 1) ZN(V, T) N]_!h3N1 ( )
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Sumy statystyczne w powyzszym wyrazeniu wyrazamy przez odpowiednie
energie swobodne

2Ny _ o —BIF(N—N1,V—V1,T)—F(N,V,T)] (48)

Poniewaz N > N1, V > V7,
F(N — N1,V —V1,T) — F(N,V,T) ~ —Niu+ PVy  (49)

Ostatecznie otrzymujemy

BN p
__ ¢ —BPV—BH(p,q)
Kazdy element rozwazanej “kolekcji” jest opisywany rozktadem kanonicz-
nym, a kazdy element ma takg samg temperature, cisnienie i potencjat

chemiczny, jak inne elementy.
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Zdefiniujmy wielkg sume statystyczng

©.@)
=(z,V,T) = Z N ZN(V,T), =z= ePr (51)
N=0
Catkujgc obie strony (50) po p, q przy ustalonym N, a nastepnie sumujgc
po wszystkich NV, otrzymujemy

PV
—— =1In=(z,V,T 52
o = N=E VD) (52)
Termodynamike otrzymujemy z
N = z§ In=(z,V,T), (53a)
<
F = NkgTlnz—kgTIn=(z,V,T). (53b)

W powyzszych rownaniach “N” oznacza Srednig liczbe czgstek.
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Fluktuacje liczby czastek w wielkim zespole kanonicznym

Prawdopodobienstwo, ze uktad w wielkim zespole kanonicznym ma N’
czastek wynosi

W(N") = 2N Zp\i(V, T) (54)

Spodziewamy sie, ze fluktuacje liczby czgstek powinny by¢é mate. Aby tak
mogto byé, musi istnie¢ taka liczba czgstek IV, ze W (N') ma w niej ostre
maksimum. Policzmy wiec pochodng W /ON’:

oW OF
= W(N [ — ] :
ON'IN'=N (N) | B(‘?N’ N'=N
Aby W (N') miato maksimum w N, pochodna musi znika¢, co oznacza, ze
pierwsza pochodna energii swobodnej musi by¢ rowna potencjatowi che-

(59)
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micznemu (uktad ma taki sam potencjat chemiczny, jak otoczenie).
OF

ON'|IN'=N - # (56a)
02 F

Y=—> > 0 (56b)
8N N/'=N

Drugi z tych warunkéw wynika z zgdania istnienia maksimum.

Korzystajgc z ekstensywnosci energii swobodnej, po wykonaniu elemen-
tarnych przeksztatcen widac, ze

O2F . _’1)2 OP(v)
ON?|vi—y N v
gdzie v = V/N jest objetoscig wtasciwg obliczang w maksimum W. Aby

maksimum mogfto istnie¢, 9P/dv < 0, co jest spetnione dla zdecydowanej
wiekszosci substanciji.
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Rozwinmy teraz W (N') wokét maksimum. Poniewaz maksimum ma by¢
waskie, ograniczamy sie do rozwiniecia do drugiego rzedu:

1
W(N') ~ W(N) exp [—Emw’ _ N2l (58)
Jest to rozktad gaussowski o szerokoSci
2k TN
AN = : 59
\/1)2(—8P/8v) (59)

AN/N — 0w granicy N — oc.

Uwaga: Powyzsza analiza zatamuje sig, jesli 0P/0v = 0. Odpowiada to
przejsciu fazowemu pierwszego rodzaju. W tym wypadku fluktuacje liczby
czasteczek mogg by¢ duze, bowiem uktad sktada sie z dwu (lub wiecej)
roznych faz, o réznych gestosciach liczby czastek. Szczegdtowa analiza,
ktérg tu pomijamy, pokazuje, ze ciSnienie obliczone w zespole kanonicz-
nym jest rowne cisnieiu obliczonemu w wielkim zespole kanonicznym, jesli
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tylko 0P/0v < 0. Gdyby okazato sie, ze 9P/0v > 0, “fizyczne” cisnienie
mozna znalez¢ za pomocg konstrukcji Maxwella.

Dla bardzo egzotycznych substanciji, dla ktérych trwale O0P/0v > 0 — na

przyktad dla (hipotetycznej) ciemnej energii — przedstawiona tu analiza
nie ma sensu.
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Zespot izotermiczno-izobaryczny

Na zakonczenie rozpatrzmy uktad, ktdory moze ze swoim otoczeniem wy-
mieniaC nie tylko energie w formie ciepta, ale takze poprzez prace obje-
toSciowg. Skoro tak, to znaczy, ze moze sie zmienia¢ objetos¢ takiego
uktadu. Postepujemy wiec podobnie jak przy konstrukcji wielkiego zespotu
kanonicznego: Obliczamy sume statystyczng przy ustalonej objetosci, po
czym sumujemy (catkujemy) po wszystkich mozliwych objetoSciach, wa-
zgc je czynnikiem Boltzmannowskim wynikajgcym z wymaganej pracy ob-
jetoSciowej, tak jak w wielkim zespole kanonicznym wazyliSmy czynnikami
wynikajgcymi z pracy potrzebnej do dodania czgstek do uktadu. Otrzymu-

jemy

A = B8P / Z(T,V, N)e B8PV qy (60a)

A = exp(-BG(T,P,N)) (60b)
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gdzie G jest energig swobodng Gibbsa (entalpig swobodng). Podobnie
jak w poprzednich przypadkach, fluktuacje objetosci zanikajg w granicy
termodynamicznej i prawie wszystkie uktady majg takg samag objetosc.

O ile zespot kanoniczny opisuje uktady w kontakcie z termostatem, czyli
uktadem wymuszajgcym okre$long temperature (a wiec fluktuacje tempe-
ratury sg mate), zespot izotermiczno-izobaryczny opisuje uktady, kidrych
otoczenie wymusza statg temperature oraz dziata na nie statym cisnie-
niem.

Gdyby uktad mégt wykonywaé prace nieobjetoSciowg, mozna oczywiscie
skontruowaé odpowiednik zespotu izotermiczno-izobarycznego dla tego
rodzaju pracy.
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Podsumowanie

Zespoty statystyczne opisujg uktady termodynamiczne w réwnowadze,
przy czym

e zespdt mikrokanoniczny — uktad Scisle odizolowany od otoczenia,
ustalona wartosS¢ energii, ustalona liczba czgstek; réwne prawdopo-
dobienstwa a priori

e zespot kanoniczny — uktad moze wymienia¢ z otoczeniem energie,
ustalona temperatura i liczba czgstek, w granicy termodynamicznej
fluktuacje energii sg mate; statystyka Boltzmannowska

e wielki zespot kanoniczny — uktad moze wymieniac z otoczeniem ener-
gie i materie, ustalona temperatura, w granicy termodynamicznej fluk-
tuacje energii i liczby czgstek sg mate; kolekcja statystyk Boltzman-
nowskich
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e zespot izotermiczno-izobaryczny — uktad moze wymieniaé z otocze-
niem energie w postaci ciepta i pracy; dla pracy objetoSciowej ustalona
jest temperatura i ciSnienie; w granicy termodynamicznej fluktuacje
energii i objetosci sg mate; kolekcja statystyk Boltzmannowskich.
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