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Granica termodynamiczna

Typowe uktady rozwazane w termodynamice sg bardzo duze: majg N ~
1023 czasteczek i zajmuja objetos¢ V réwna (co najmiej) N objetosci in-
dywidualnych czgsteczek.

Dla uproszczenia rozwazan na ogot uktady termodynamiczne opisuje sie
w granicy termodynamiczne:

)
N — o0,

<‘V/_>OO’ (1)
— = v = const.
( IV

Uwaga: Jezeli w badanym uktadzie efekty powierzchnowe grajg duzg role,
granica (1) moze nie mie¢ sensu, a w kazdym razie nalezy jg traktowac
bardzo ostroznie.
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Twierdzenie Liouville’a

Rozpatrzmy uktad N czgstek, a zatem opisywany przez 3N zmiennych
potozeniowych | 3N zmiennych pedowych. Uktad ten ma hamiltonian H,
niezalezny od czasu. Energia uktadu jest zachowana.

Niech o(p,q,t)d3Vpd3Nq oznacza liczbe punktéw fazowych znajduja-
cych sie w chwili ¢ w objetosci d3"V p d3N ¢ wokét punktu (p, q). (Mozemy
my$le¢ o zbiorze réznych warunkow poczatkowych zlokalizowanych w tej
objetosci.) Réwnanie Liouville’a powiada, ze ewolucja czasowa gestosci
fazowej dana jest przez

do
gdzie {-, -} jest nawiasem Poissona. Jezeli gestosC fazowa nie zalezy jaw-

nie od czasu i jest funkcjg hamiltonianiu, gtosi, ze % = 0 i gestosé

fazowa zachowuje sie jak ciecz niescisliwa.
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Postulat rownego prawdopodobienstwa

Klasyczna mechanika statystyczna oparta jest na postulacie rownego praw-
dopodobienstwa a priori: Gdy uktad makroskopowy jest w rbwnowadze ter-
modynamicznej, jego stanem mikroskopowym moze by¢ z rownym praw-
dopodobienstwem dowolny ze standéw odpowiadajgcych stanowi makro-
skopowemu.

Mozemy wobec tego przyjaC, ze w réwnowadze termodynamicznej ge-
stos¢ fazowa spetnia

1 E<H(p,qQ)<E+A, AKE

5 8)
poza tym

o(p,q) = {
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Niech f bedzie jakg$ wielkoscig termodynamiczng. Jej Srednia zdefinio-
wana jest jako

[ fp,a) o(p,q) d3Npd3Ng
= ap @) BN N @

gdzie catkowanie rozcigga sie po catej przestrzeni fazowej. Fluktuacja kwa-
dratowa tej wielkosci wyrazona jest wzorem

() 1 5
' »? VN

W granicy termodynamicznej (1) fluktuacje znikajg, co oznacza, ze wielko-
Sci termodynamiczne na ogof przybierajg swoje wartosci najbardziej praw-
dopodobne.

Komentarz: Warunek zachodzi we wszystkich “fizycznie interesuja-
cych” przypadkach, ale tak nie musiatoby byc. Gdy sytuacja taka nie za-

Copyright © 2015-16 P. F. Gora 4-5



chodzi (na przyktad w uktadach dalekich od réwnowagi), mechanika staty-
styczna ma ktopot @.

W pewnym sensie oszacowanie (5) wyraza istote fizyki statystycznej: Od-
chylenia od érednich sg mozliwe, ale sg mate.
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Objetosc¢ przestrzeni fazowej

Niech I"'(E) oznacza objetoS¢ przestrzeni fazowej zajmowang przez ze-
sp6t mikrokanoniczny o energii E:

M(E) = / d*p d3Ng (6)
E<H(p,q)<E+A
Mozemy tez rozwazac objeto$¢ ograniczong powierzchnig o energii E':

s(By= [ da 7)
H(p,q)<E
Mozemy wreszcie zdefiniowaé gestos$¢ standw uktadu:
0> (F)
FE) = 8a
w(E) SF (8a)
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Wéwczas (A < F)

M(E)=>(E+A)—3(E) = w(E)A.

(8b)
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Entropia w zespole mikrokanonicznym

S(E,V)=kInT(E) (9)

Tak zdefiniowana entropia jest funkcjg stanu, a wiec jej rozniczka jest
rozniczkg zupetng. W ten sposéb, na podstawie twierdzenia Carathe-
odory’ego, dostajemy |l zasade termodynamiki. (Przypominamy, ze z za-
tlozenia uktad jest w stanie rownowagi.)

Czy entropia zdefiniowana poprzez (9) jest ekstensywna?
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Ludwig Boltzmann, 1844-1906

Copyright © 2015-16 P. F. Géra 4-10



Ekstensywnosc¢ entropii w zespole mikrokanonicznym

Podzielmy uktad na dwa poduktady, o N1, N> czgstach i objetosciach V7, 5,
bedacych w rbwnowadze. Zaktadajac, ze

e potencjat oddziatywania ma skonczony zasieg,

e stosunek powierzchni (w tym “powierzchni styku”) do objetosci jest
bardzo maty

energie oddziatywania pomiedzy poduktadami mozna zaniedbac. Energia
catego uktadu jest rowna

E:E1+E27 (10)

gdzie E1, E> sg energiami poduktadow. Entropie tych poduktadow sg
rowne

Sl klIn I‘l(El), (113.)
So kIn |_2(E2). (11b)
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kaczna objeto$¢ fazowa poduktaddéw wynosi M1 (E1) - F>(E>). Aby zna-
lez¢ objetos¢ fazowag uktadu trzeba przesumowac po wszystkich mozliwych
wartosciach E1, E- takich, ze

E<E{+FE><E+2A, A<KE (12)

Poniewaz energie muszg by¢ ograniczone od dotu, przyjmijmy, ze ograni-
czeniem tym jest 0, sumowac za$ bedziemy po przedziatach energii o roz-
miarach A. Mamy wiec

E/A

F(E)= ) Ti(E)ra(E - E;) (13)
i=1

Niech najwiekszy wyraz w sumie (13) odpowiada energiom £, E>,
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FE1 + E> = E. Wszystkie wyrazy sg dodatnie. Mamy

M (EMa(E2) <T(E) < %rl(El)FQ(EQ) (14a)
kin[F1(E)M2(Eo)] < S(E, V) < kin [M1(E1)M2(E2)] + kin %
(14b)
Rozwazmy granice termodynamiczng
N{ —> 00, Np—oo. (15)
Mozemy zatozyc¢, ze w tej granicy’
INT{~N7, INTo~Ny, E~N{+No=N. (16)

*To znaczy dla N1, N> bardzo duzych, ale skohczonych.
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W takim wypadku w tej granicy ostatni wyraz po prawej stronie (14b) mozna
pomingC, gdyz A jest statg niezalezng od N. Zatem

S(E,V) = S1(E1,V1) + S2(E2,V2) + O(InN) . (17)

Oznacza to, ze entropia jest ekstensywna w granicy termodynamiczne;.
Innymi stowy, entropia w zespole mikrokanonicznym, zdefiniowana wzo-
rem (9), jest poprawnie okreslona w tym sensie, ze spetnia to, czego ocze-
kujemy od entropii: podlega Drugiej Zasadzie Termodynamiki oraz jest
ekstensywna.
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Uwagi

1. Przypominam, ze za wzorem (9) kryje sie zatozenie, ze uktad termo-
dynamiczny jest w rownowadze. Podobnie, poduktady, na ktory po-
dzielilismy uktad dowodzgc ekstensywnosci entropii, miaty by¢ w row-
nowadze.

2. Zatozenie o réwnosci prawdopodobienstw a priori oznacza, ze na mi-
krostanach zadany jest jednostajny rozktad prawdopodobienstwa. Jak
sie przekonamy, jednostajny rozktad prawdopodobienstwa maksyma-
lizuje entropig informacyjna.
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Zerowa Zasada Termodynamiki

Z (17) wynika, ze energie poduktaddéw wynosza, odpowiednio, £, E>. Sg
to wartosci, dla ktérych entropia osigga maksimum przy warunku £ +

E> = E, czyli

6[M1(E1)M2(E2)] =0,

Stad otrzymujemy warunek

6(E1+ E2) =0.

(18)

0 0
——InT1(E1) ——InT>(E>) (19)
Jesli wiec zdefiniujemy temperature jako
0S 1
= = (20)
0 T
warunek (19) odczytujemy jako
L =1T5. (21)
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Energie poduktadéw FEq, E> sa takie, aby oba pozostajgce w rownowadze
poduktady miaty takg sama temperature.

Z definicji (20) widac, ze jezeli jednostkg temperatury ma by¢ kelwin, to
stata k w definicji entropii musi mie¢ wymiar statej Boltzmanna. Wartos¢
tej statej ustala jedynie skale dla entropii. Mozemy wiec przyjac, ze to jest
stata Boltzmanna.
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Rownowazne definicje entropii

Obliczenia bardzo podobne do tych, jakie doprowadzity do wyrazenia (17
pokazujg, ze nastepujgce definicje sg rownowazne:

S = kpinl(E), (22a)
S k‘B In Z(E) , (22b)
S = kplnw(E). (22¢)

Sa one rbwnowazne w tym sensie, ze réznig sie wyrazami rzedu O(In N)
lub mniejszymi. Roznice te sg zatem zaniedbywalne w granicy termodyna-
micznej, przy dodatkowych zatozeniach o krétkozasiegowosci oddziatywan

i zaniedbywalnym wptywie efektow powierzchniowych.
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Kolejne uwagi

A. Temperature zdefiniowang przez nazywamy temperaturg absolutng. Zwrocmy
uwage, ze zostata ona wprowadzona przy okazji rozwazania (pod)uktadow, ktdre miaty
pozostawaé we wzajemnej rownowadze, a zatem, potencjalnie, mogty wymieniac ciepto.
Temperature absolutng mozna wéwczas tatwo powigzac z temperaturg empiryczng. Gdy-
bysmy rozwazali uktad catkowicie izolowany od otoczenia i taki, w ktérym nie mozna wy-
rozni¢ czesci pozostajgcych we wzajemnej rwnowadze ze wzgledu na przeptyw ciepta,
temperature absolutng wcigz mozna w mys| zdefiniowagé, ale nie mozna jej utozsa-
miac z temperaturg empiryczng: Mdwigc obrazowo, do uktadu catkowicie izolowanego
nie da sie wtozyc¢ termometru ®.

B. Jesli rozwazamy ukfady by¢ moze duze, ale skonczone, a tym bardziej mate, w kazdym
razie takie, w ktérych wyrazéw rzedu In N nie mozna zaniedbaé, definicje dadzg
rozne wyrazenia na entropie, a zatem rozne wyrazenia na temperature absolutng. Te
zagadnienia sg szerzej dyskutowane w pracy N. Spisak, Foton 132, 16 (2016).
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Paradoks Gibbsa

Entropia gazu doskona’regom WYNOSi

S = NkgIn(Vu3/2) + Nsg, uzngT. (23)

Rozwazmy dwa gazy doskonate, o, odpowiednio, N1, No czgstkach, zaj-
mujgce objetosci V1, Vo, w tej samej temperaturze. Jesli usungé przegrode
oddzielajgcg te gazy, wymieszajg sie one izotermicznie, a kohcowa obje-
tos¢ wyniesie V.= V7 4 V5. Entropia catego uktadu wzrosnie, gdyz kazdy
z gazoéw bedzie miat teraz dostepng wiekszg objetosc¢:

V V
AS =kg|N{In—+ Noln— | >0. (24)
Vi Vo

TPatrz poprzedni wyktad.
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Jesli oba gazy sg rozne, wynik nie budzi niepokoju i nosi nazwe entropii
mieszania. Jesli jednak w obu pojemnikach znajdowat sie poczatkowo taki
sam gaz, otrzymujemy paradoks: Entropia zalezy od historii (nie jest wiec
funkcjg stanu), a nawet w ogdle nie mozna jej okresli¢ (nie wiadomo, ile
razy rozne czesci tego samego gazu uprzednio sie ze sobg mieszaty),

Rozwigzaniem jest konstatacja, iz czastki gazu sa nierozroznialne. Skoro
tak, to Z(F) jest N! razy mniejsze, niz nam sie wydawato (stany, ktére
roznig sie jedynie zamiang miejsc poszczegolnych czgstek sg nierozrdz-
nialne), a wobec tego od (23) trzeba odja¢ In N'!, otrzymujac

S = NkglIn (%u?’/ 2) + N3g. (25)

Nierozréznialno$¢ czastek jest oczywista na gruncie mechaniki kwantowej. Na gruncie
mechaniki klasycznej nie da sie jej wyttumaczy¢. Gibbs rozwigzat paradoks w sposob
czysto empiryczny. Nierozrdznialnosé czastek na poziomie klasycznym nazywa sie po-
prawnym zliczaniem boltzmannowskim.
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Wyprowadzenie termodynamiki

Odpowiednikiem termodynamicznego procesu kwazistatycznego jest pro-
ces, w ktérym parametry uktadu (energia, objetos¢, magnetyzacja, ...—
liczba czgstek jest natomiast ustalona) zmieniajg sie na tyle powoli, ze
w kazdej chwili uktad opisywany jest przez zespot mikrokanoniczny. Mamy
wiec

0S 0S

dS = —| dE + —| dV 26
OF v +8VE (26)

Zgodnie z (20), pierwsza z pochodnych czgstkowych to odwrotnos¢ tem-
peratury bezwzglednej. Widac, ze jesli ciSnienie zdefiniujemy jako

0S
=T — 27
P= " vig &7)
z (26) odtworzymy Pierwszg Zasade Termodynamiki:
dE =TdS —pdV . (28)
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Aby z zespotu mikrokanonicznego wyprowadzi¢ termodynamike, trzeba
wykonac nastepujgce kroki:

Na podstawie znanego hamiltonianu uktadu, wyliczy¢ jedng z trzech

wielkosci: '(F),>X(F),w(E) (te, ktérg wyliczy¢ jest najwygodnigj),

gdzie E jest warto$cig hamiltonianu.

Korzystajac z odpowiedniego ze wzorow (22) wyliczy¢ entropie.

Wyrazi¢ E przez S'iV. W ten sposob otrzymamy energie wewnetrzng
U(s,Vv).
Znalez¢ funkcje termodynamiczne:

o T =55 v temperatura bezwzgledna,
_ _OU| __ ~ignieni
S p = — 9V g cisnienie,

o FF=U — TS — energia swobodna Helmholiza,

o G =U+ PV — TS5 — energia swobodna Gibbsa (entalpia swo-
bodna)
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o Cy = g—g -~ pojemnosSc¢ cieplna przy statej objetosci
e Teraz mozna stosowac caty aparat formalny klasycznej termodyna-
miki.
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Czy wzrost entropii oznacza...

...dgzenie do nieporzadku?

Jesli mamy skonczony uktad w zespole mikrokanonicznym, z zasadg réw-
nych prawdopodobienstw a priori (czyli w rdwnowadze!), to entropia tego
uktadu pozostaje stata. Stanom “uporzgdkowanym” odpowiada mniej (na
0g6t znacznie mniej) mikrostandw, niz stanom “nieuporzgdkowanym?”, dla-
tego jedli wybieramy ktory$ ze standw losowo, raczej spodziewamy sie
otrzymac stan “nieuporzadkowany”.

Pojecia “uporzgdkowania”, “nieuporzadkowania” sg — w tym wypadku —
narzucane przez obserwatora czy tez osobe opisujgcg, badajgcg dany
uktad termodynamiczny.
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Z drugigj strony, jesli uktad moze wykonywac btgdzenie przypadkowe po-
miedzy swoimi stanami, nie ma standw pochtaniajgcych i prawdopodobien-
stwo dojécia do kazdego ze standw jest niezerowe, to, zgodnie z prawem
wielkich liczb, kazdy stan predzej lub pozniej zostanie odwiedzony. Zgod-
nie z twierdzeniem Poincaré o powrocie, skonczony ukfad o takich wiasno-
Sciach po skonczonym, choé¢ diugim, czasie powro6ci dowolnie blisko swo-
jego stanu wyjsciowego. Dla uktadéw o rozmiarach termodynamicznych
czas powrotu moze by¢ bardzo dtugi, diuzszy od czasu zycia Wszech-
Swiata.
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Sity entropowe

Jesli natomiast uktad podlega ewolucji, to zgodnie z Drugg Zasadg Termo-
dynamiki, zachodzi ona w ten sposob, aby entropia, a zatem takze liczba
dostepnych stanéw, nie malaty. W procesach zachodzgcych spontanicz-
nie, liczba dostepnych stanéw na ogo6t roénie.

Niekiedy prowadzi to do pojawiania sie sit entropowych, prowadzacych do
samoorganizacji, ktdéra sprzeczna jest z naiwnym rozumieniem “nieupo-
rzgdkowania”.

Sity entropowe sg zjawiskiem emergentnym, opisujg dgzenie uktgdu do
zwigkszania entropii, a ich zwigzek z sitami dynamicznymi wystepujgcymi
w uktadzie bywa nieoczywisty do wskazania.
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Przyklad — mieszanina duzych i matych kulek

Wyobrazmy sobie mieszanine duzych i matych sztywnych kulek (ang. bi-
nary mixture). Wokot duzych kulek powstaje depletion zone (obszar zubo-
Zenia), w ktorym nie moga sie znalez¢ zadne mate kulki.

excluded volume

e

overlap volume

Dla uktadu jest entropowo korzystne, aby duze kulki zblizyty sie do siebie,
gdyz wowczas ich depletion zones przecinajg sie i nie prowadzg do nieza-
leznego powiekszenia objetosci wykluczonej. (Jesli niezaniedbywalne sg
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efekty powierzchniowe, korzystne jest takze dociskanie duzych do scianek
naczynia, wokoét ktorych rowniez powstaje strefa zubozenia.) Mniej prze-
strzeni bedzie niedostepnej dla matych kulek. Stan, w ktérym wigksze kulki
grupujg sie, odpowiada wiekszej liczbie mozliwych standéw potozeniowych
matych kulek, cho¢ wyglada na “uporzadkowany”.

(b)

\ ) @

Gary Dorken, Gail P. Ferguson, Chris E. French and Wilson C. K. Poon, Aggregation by depletion
attraction in cultures of bacteria producing exopolysaccharide J. R. Soc. Interface (2012) 9, 3490-3502

Eewntualne oddziatywania pomiedzy duzymi obiektami majg jedynie cha-
rakter poprawki do efektu czysto entropowego.
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Sity hydrofobowe

Czagsteczki wody mogag tworzy¢ wigzania wodorowe, przy czym kazda czg-
steczka moze “oddac” lub “przyjac¢” dwa elektrony. Czgsteczki wody two-
rzg wiec pewng sie¢ (sic!). Obecnos$¢ powierzchni zaburza te sie€, wiec
czgsteczki wody zmieniajg swoje utozenie aby zminimalizowac liczbe zer-
wanych wigzan wodorowych.

By Staffan Enbom from Finland, Flickr.com

Zjawiska hydrofobowe, a wiec sity entropowe, grajg takze zasadniczg role
przy zwijaniu biatek.
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Dlugie czasteczki

Dtugie czgsteczki majg tendencje do porzgdkowania sie rownolegtego, gdy
wzrasta ich gestos¢. Jest to takze efekt entropowy, zwigzany z minimalizo-
waniem objetosci wykluczonej. Odpowiada on za stabilnos¢ nematykéw.
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Entropia gwiazd

Wielkie obtoki materii galaktycznej, pochta-
B niajgce Swiatto gwiazd, sg bardzo zimne, ich
| temperatura siega zaledwie 10-20 stopni po-

| wyZej zera bezwzglednego. Takie obtoki za-
B Wwierajg wiekszos$¢ materii typowej galakityki.
Z czasem czesS¢ mgtawicy zaczyna sie zapa-
8l dac pod wtasnym ciezarem.

Zapadajgc sie, materia obtoku przeksztatca energie grawitacyjng na ener-
gie kinetyczng. Gaz stopniowo ogrzewa sie i zageszcza. Jesli proces gra-
witacyjnego zapadania sie obejmuje dostatecznie duzo materii, w centrum
zaczyna panowac tak wysoka temperatura, iz zapalajg sie reakcje termoja-
drowe, a ciSnienie wytwarzanego w nich promieniowania przeciwstawia sie
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dalszemu zapadaniu. Rodzi sie nowa gwiazda. Caty ten proces zajmuje
od kilku do kilkunastu milionéw lat.

Czy nie jest on sprzeczny z Drugq Zasadg Termodynamiki?

Gdy mowa o stanach gazu, rozpatrywac trzeba tak dostepne potozenia
czastek, jak i dostepne predkosci. Ciemna mgtawica jest bardzo zimna,
czgsteczki gazu mogqg przyjmowac predkosci z bardzo ograniczonego za-
kresu. Gdy mgtawica zapada sie i ogrzewa, dostepne predkosci znacz-
nie rosng. Ten wzrost z naddatkiem rekompensuje spadek liczby stanéw
zwigzany ograniczeniem mozliwych potozen czgsteczek. Materia gorgce;
gwiazdy ma o wiele wiecej dostepnych standw niz materia zimnego ob-
toku. Znaczy to jednak, iz z punktu widzenia termodynamiki, zimny obtok
jest uktadem o wiele bardziej uporzgdkowanym niz gwiazda, choc przeczy
to naszej intuicji. Naiwnie spodziewamy sie, ze powstanie gwiazdy musi
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by¢ zwigzane ze spadkiem entropii, a tymczasem to nieprawda. Narodziny
gwiazdy oznaczajg wzrost entropii.

Przedstawiony tu model powstawania gwiazd jest bardzo uproszczony,
wrecz naiwny. Zapadanie sie mgtawicy na ogot bywa zainicjowane przez
katastrofalne zdarzenia kosmiczne, takie jak wybuchy supernowych lub
zderzenia galaktyk.
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Entropia czarnych dziur

Jesli jakis obiekt wpadnie do czarnej dziury, to informacja na temat jego
standw przestaje by¢ dostepna, podobnie zresztg jak informacja na temat
stanow obiektow, ktdre utworzyty czarng dziure — mozna by zatem nisz-
czy¢ entropie przez wrzucanie obiektéw do czarnych dziur. Entropia czar-
nej dziury i obiektu przed wrzuceniem bytaby wieksza niz entropia czarnej
dziury, ktéra pochtoneta ten obiekt, co bytoby sprzeczne z Drugag Zasadg
Termodynamiki.

Jakims sposobem wyjasnienia tego paradoksu bytoby przyjecie, ze czarna
dziura ma temperature zera bezwzglednego, co jednak, po pierwsze, by-
toby sprzeczne z twierdzeniem, ze czarne dziury promieniujg (promienio-
wanie Hawkinga), a po drugie, z Trzecig Zasadg Termodynamiki: kolapsu-
jacy do czarnej dziury obiekt “chtodzitby sie” tym samym do zera.
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Sugeruje to przypisanie czarnym dziurom jakiejs entropii, tym bardziej, ze
— jak sie przekonamy — entropia jest miarg brakujgcej informaciji.

Poniewaz powierzchnia horyzontu zdarzen czarnej dziury nigdy nie maleje,
Bekenstein i Hawking zaproponowali nastepujgcg miare entropii czarne;
dziury:
A c3A
Sgy = kp—— =k : 29
BH = kB 2 Baon (29)
Ap jest dtugoscig Plancka, G statg grawitacji. Dla nierotujgcej, nienatado-
wanej czarnej dziury Schwarzschilda daje to

G M?

he

Sgy = 4rkp (30)

Druga Zasada Termodynamiki w obecnosci czarnych dziur przyjmuje po-
staC: Suma zwykiej entropii Sgyt Na zewngtrz czarnej dziury i catkowite;]
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entropii czarnej dziury nigdy nie maleje:

ASeyt + ASgH = 0. (31)

Opisuje to przypadek wrzucania obiekiow do czarnej dziury, a takze pro-
mieniowanie Hawkinga: Na skutek emisji promieniowania Hawkinga po-
wierzchnia horyzontu czarnej dziury maleje, ale entropia powstatego pro-
mieniowania z naddatkiem rekompensuje wynikajacy z tego ubytek entropii
Bekensteina-Hawkinga.

Temperature czarnej dziury mozna okresli¢ jako temperature jej promienio-
wania Hawkinga. Dla symetrycznej, nienatadowanej, nierotujgcej czarnej
dziury

fic3
8TGM

kpT = (32)
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Dla (hipotetycznej) czarnej dziury o masie réwnej masie Stonca, tempera-
tura ta wynositaby ~ 6.4 x 10~8 K. Entropia takiej czarnej dziury bytaby
dwadziescia rzedow wielkosci wigksza od entropii Stonca.

Z Drugiej Zasady Termodynamiki dla czarnych dziur ptynie miedzy innymi
wniosek, ze gdy dochodzi do koalescenciji (zlania sie) dwu czarnych dziur,
powierzchnia horyzontu potomnej czarnej dziury nie moze by¢ mniejsza
od sumarycznej powierzchni horyzontu dziur, z ktérych ona powstata.

Jesli rozwazamy natadowane i/lub rotujgce czarne dziury, opis znacznie
sie komplikuje. Mozna pokazac, ze w takim wypadku istniejg “ekstremalne”
czarne dziury, to znaczy czarne dziury o najmniejszej mozliwej masie przy
zadanym tadunku i krecie. Takie czarne dziury nie mogag wysyta¢ promie-
niowania Hawkinga (gdyz wowczas ich masa spadtaby ponizej minimal-
nej dopuszczalnej wartosci), a wiec ich temperatura musi by¢ réwna bez-
wzglednemu zeru. Ptynie stad wniosek, ze ekstremalne czarne dziury nie
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moga w rzeczywistosci istnie¢, gdyz bytoby to sprzeczne z Trzecig Zasada
Termodynamiki.

Z Trzeciej Zasady Termodynamiki wynika takze, ze odpowiedz na pytanie
“Czy czarng dziure mozna rozkreci¢ tak bardzo, aby sie rozpadta?” jest
negatywna, gdyz mozna by w ten sposéb utworzy¢ ekstremalng czarng
dziure, co jak widzieliSmy, jest niemozliwe.
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