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Druga Zasada Termodynamiki

Drugg Zasade Termodynamiki mozna sformutowac¢ na wiele sposobéw. My
przyjmiemy sformutowanie Clausiusa: Dla kazdego cyklicznego (kwazista-
tycznego) procesu

DTQ@, (1)

przy czym rownos$¢é zachodzi tylko dla procesow odwracalnych.

Poniewaz dla cyklicznych proceséw odwracalnych

D
DQ _ o
T

D@

= dS jest r6zniczkg zupetng. 1 /T jest zatem czynnikiem catkujgcym
formy rézniczkowej wymiany ciepta. Funkcje stanu S nazywamy entropig.
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W ogélnosci

dS}D—Q.
T

Jesli weZmiemy dwa stany a, a’ lezgce na powierzchni stanu, mozemy na-
pisac

S(a) -~ 5(a) = [ 7 2l

CL/

wzdtuz kazdej odwracalnej drogi tgczacej te stany.
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Formalny sens Drugiej Zasady Termodynamiki

Jak widzimy, istnienie entropii wynika z nieréwnoéci Clausiusa. Pokazemy
pozniej, ze matematyczny sens Drugiej Zasady zwigzany jest z wtasno-
Sciami form rozniczkowych. Fizycznym sensem Drugiej Zasady jest po-
stulat istnienia entropii jako funkcji stanu dla kazdego mozliwego uktadu
fizycznego.

Jawng forme entropii potrafimy podac tylko dla stanéw réwnowagowych
| niektérych stanéw nieréwnowagowych. W ogdlnosci dla standw nierdw-
nowagowych nie znamy wyrazen na entropie, postulujemy jednak, ze ona
istnieje.
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Energia wewnetrzna jako funkcja jednorodna

Dla dowolnych proceséw termodynamicznych (dla ptynéw; dla magnety-
kow itp. wyrazenie na prace miatoby inng posta¢) mamy

dU < TdS— PdV + pudN (3a)

w szczegblnosci dla proceséw odwracalnych
dU = TdS— PdV + udN. (3b)

Rownanie (3b) mowi, ze energia wewnetrzna jest funkcjg zmiennych eks-
tensywnych:

U=U(S,V,N), (4)
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a zmienne intensywne, kanonicznie sprzezone z odpowiednimi zmiennymi
ekstensywnymi, sg dane przez

o _ U b OU _8U

. — <, I e : (5)
0S|V.N OV IN,S ON|s Vv

Aby wyrazenie (3b) na dU byto rézniczkg zupetng, rézniczka (zewnetrzna)
prawej strony musi znika¢. Poniewaz iloczyn zewnetrzny

dx Ndy = —dy A dx, aby rozniczka prawej strony znikata, drugie pochodne
zmiennych intensywnych po niesprzezonych z nimi zmiennych ekstensyw-
nych muszg by¢ réwne odpowiednim pochodnych w przeciwnych parach.
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Sa to warunki catkowalnosci dla energii wewnetrznej:

oT oP

= = = (6a)
OV'Is,N OS|vV,N
oT 9
= =2t (6b)
ON|s v OSIN,V
OP 9

2 = 22 (6¢)
ONlvs — aVins
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W nieco innym sformutowaniu...

Niech dana bedzie pewna forma rézniczkowa dwu zmiennych:

dw = X(z,y)dr + Y (x,y) dy, (7)

gdzie X,Y sa funkcjami co najmniej klasy C'1. Forme (7) nazywam caf-
kowalng, jesli jest ona rézniczkg zupetng peewnej funkcji u(x, y) klasy co
najmniej C2. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym catkowalnos$ci jest,
aby

0X 9Y

oy 0z (8)
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Istotniel®], niech

0 0
dw = d(u(z,y)) = 8—de + a—Zdy. (9)

Poniewaz funkcja u(x,y) jest klasy C?, pochodne mieszane musza byé
sobie rowne:

02u . 02u

dxdy  Oydx
|dentyfikujgc odpowiednie wielkosci, widzimy, ze warunek (10) musi zacho-

dzic.

(10)

*Formalnie jest to tylko dowdd warunku koniecznego; dowdd, ze (8) jest takze warunkiem
wystarczajgcym, jest nieco bardziej skomplikowany.
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Jezeli forma (7)) jest catkowalna, funkcje, ktérej dw jest rézniczkg, mozna
skonstruowac jako

x Y
u(a,y) = [ X(a,y)da+ [Y(a,B)dB. (1)
a b

Dolna granica pierwszej catki a (zauwazmy, ze ta wielkoS¢ wystepuje takze
w drugiej catce!) jest dowolng, lecz okresSlong statg. WartoS¢ b ustala
wartos¢ statej catkowania.
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Czynnik catkujacy

Jezeli forma rozniczkowa nie jest rozniczkg zupetng, ale istnieje taka
funkcja C(x,vy), ze wyrazenie

C(z,y) X(z,y)dx + C(z,y) Y(z,y) dy (12)

jest r6zniczka zupetng, funkcje C(x,y) nazywam czynnikiem catkujgcym
formy rézniczkowej (7).

Uwaga: Mozna pokazac, ze dla form rézniczkowych dwu zmiennych czyn-
nik catkujgcy zawsze istnieje. Dla form rézniczkowych wiecej, niz dwu
zmiennych — nie zawsze.
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Geometria Drugiej Zasady Termodynamiki

W oparciu o G. Morandi, F. Napoli, E. Ercolesi Statistical Mechanics. An Intermediate Course, Chap. 1

Zaktadamy, ze przestrzen, o ktérej méwimy, ma “porzadne” wtasciwosci
matematyczne, w szczegolnosci wszystkie krzywe zamkniete sg sciggalne
do punktu. Rozwazamy liniowg forme rozniczkowg w tej przestrzeni (uwaga
na konwencje sumacyjng!):

a = o;dx; . (13)

Jest ona rdzniczkg zupetng jakiejs funkcji, o = df, jesli spetnione sg wa-
runki catkowalnosci:

vi g 2% 9% (14)
afljj (9332'
Wyrazajgc to samo w innym jezyku, jesli mamy krzywg zamknietg
y=~(), tel0,1], ~(0)=~(1) (15)
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to

j{a=/1dmi[x(t)]—':o. (16)
Y 0

Przpusémy teraz, ze warunki catkowalnosci nie sg spetnione, jak to sie
dzieje na przyktad dla ciepta, D@Q. Pytanie brzmi: Jakie warunki muszg
byC spetnione, aby o zwigzac z jaka$ rézniczkg zupetng?

Mamy funkcje f : R™ — R o tej wtasnosci, ze

2
df;ﬁO@Z(gj) > 0. (17)

Rownanie f = const = ¢ wyznacza pewng hiperpowierzchnie w R". Je-
Sli zmienimy warto$¢ ¢, dostaniemy catg rodzine takich hiperpowierzchni,
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zwang foliacjg. Kazdy lis¢ foliacji jest rozmaitoscig rézniczkowalng o wy-
miarze n—1. Lokalny uktad wspotrzednych na lisciu, plus wartos¢ funckii
f na lisciu, wyznaczajg pewien krzywoliniowy uktad wspotrzednych na R™.
Foliacje, za pomoca ktorych da sie wyznaczy¢ taki uktad wspdirzednych,
nazywamy regularnymi.

Rozwazmy krzywa xz; = x,;(t),t € [0, 1] (¢ numeruje kolejne wspotrzedne).
Jesli ta krzywa lezy na lisciu f = c (dla jakiegos c), zachodzi

of dx;

1
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Niech X, = ‘Z’? oraz X bedzie wektorem zbudowanym z X,. Wodwczas
18) mozemy zapisac jako

ﬁKX)—~@£XT—-O (19)

Ox;
Wektor X, zwany jgdrem rozniczki zupetnej df, jest n—1 wymiarowg hi-
perptaszczyzng lokalnie styczng do hiperpowierzchni f = const.

Ujmujac to w innym jezyku, widzimy, iz rodzina hiperpowierzchni f =
const jest rozwigzaniem rownania Pfaffa

df = 0. (20)

Wszystko powyzej stuzyto do zdefiniowania pojecia “rozwigzanie rownania
Pfaffa” ©
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Definicja: Forma rézniczkowa w nazywana jest catkowalng, jesli rozwig-
zania réwnania Pfaffa w = 0 stanowig foliacje w R™.

Twierdzenie: Forma rozniczkowa w jest catkowalna wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje para funkcji f, g taka, ze

w = gdf . (21)

Funkcja g, jesli istnieje, nazywana jest czynnikiem catkujgcym formy w.
Czynnik catkujgcy nie jest wyznaczony jednoznacznie.
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Twierdzenie Caratheodory’ego: Jesli liniowa forma rézniczkowa

w = w;(x) dx; (22)

ma te wtasnosc¢, ze w kazdym otoczeniu dowolnego punktu P istnieje punkt
Q, ktéry jest niedostepny, to znaczy nie istnieje krzywa ~ spetniajgca row-
nanie Pfaffa w = 0 i tgczaca te dwa punkty, to forma w posiada czynnik
catkujacy.

Przy odpowiednich zatozeniach matematycznych jest to warunek konieczny
| wystarczajacy.
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Powrot do termodynamiki

Procesy adiabatyczne sg opisane rownaniem Pfaffa

DQ=0. (23)

Druga Zasada moze by¢ zatem w my$| twierdzenia Caratheodory’ego sfor-
mutowana nastepujgco:

W otoczeniu dowolnego stanu termodynamicznego istniejg stany, kto-
re sg adiabtycznie niedostepne, to znaczy nie moga zostac osiagniete

poprzez proces adiabatyczny.
Linia rozumowania jest taka: Druga Zasada postuluje istnienie entropii jako funkcji stanu.

Rézniczka entropii jest zatem rdzniczkg zupetng. DQ = T dS, zatem D@ ma czynnik
catkujacy, a zatem podlega twierdzeniu Caratheodory’ego, a zatem — jak wyzej.
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Mozna udowodni¢, ze dla kazdego uktadu termodynamicznego czynnik
catkujgcy formy wymiany ciepta DQ jest iloczynem uniwersalnej funkcji
temperatury empirycznej i czynnika zaleznego tylko od pozostatych nieza-
leznych zmiennych stanu.
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Rownowazne sformutowania Drugiej Zasady Termodynamiki

e Nie istnieje proces termodynamiczny, ktérego jedynym wynikiem by-
toby pobranie ciepta ze zbiornika o temperaturze nizszej i przekazanie
go do zbiornika o temperaturze wyzszej.

e Nie jest mozliwy proces, ktorego jedynym skutkiem bytoby pobranie
pewnej iloéci ciepta ze zbiornika i zamiana go w réwnowazng ilos¢
pracy.

e Sprawno$éc¢ silnika Carnota wynosi

T1
=1 — T < 15). 24
n 7o (T < T>) (24)
e W dowolnie bliskim otoczeniu kazdego stanu rownowagi uktadu termo-

dynamicznego istniejg stany nieosiggalne na drodze adiabatyczne;.
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Rownowaznosc¢ trzech pierwszych sformutowan z twierdzeniem Clausiusa
powinna by¢ znanam z podstawowego kursu termodynamiki. Ostatnie sfor-
mutowanie jest wnioskiem z twierdzenia Caratheodory’ego.

r?
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Trzecia Zasada Termodynamiki

Zmiana entropii A S w kazdym izotermicznym procesie odwracalnym zmie-
rza do zera gdy 7' — 0. Innymi stowy, w granicy 7' — O proces izo-
termiczny i adiabatyczny stajg sie nierozréznialne. Jest to rownowazne
stwierdzeniu, ze w skonczonej liczbie procesow nie jest mozliwe osiggnie-
cie zera absolutnego.

not this but this

2| 2

0 T 0 T
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Poniewaz DQ < T dS, to gdyby mozliwe byto ochtodzenie uktadu do zera
bezwzglednego, niemozliwe bytoby podniesienie jego temperatury. Tem-
peratura T' = O jest prawdziwym punktem osobliwym na skali tempera-
tur: mozna sie do niego nieograniczenie zbliza¢, ale uktad w temperaturze
T = 0 nie wykazuje zadnego sensownego zachowania termodynamicz-
nego.

Trzecia Zasada jest czasami btednie formutowana w postaci “entropia znika
w granicy T" — 0”. Po pierwsze, pozwala zdefiniowaé entropie tylko
z doktadnoscig do statej addytywnej; dopiero po uwzglednieniu mechaniki
kwantowej (nieznanej tworcom termodynamiki!) mozna jako$ probowac
okresli¢ te statg. Po drugie, znane sg przypadki ciat (uktady amorficzne),
ktore zachowujg niezerowg i praktycznie statg entropie przy obnizaniu tem-
peratury w poblize zera bezwzglednego.
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Komentarz

W Trzeciej Zasadzie mamy Zmiana entropii ... w kazdym izotermicznym
procesie odwracalnym zmierza do zera. Czy to nie jest trywialne, gdyz
“w kazdym procesie odwracalnym zmiana entropii wynosi zero”? Nie!
W twierdzeniu Clausiusa mamy réwnosc¢ dla proceséw odwracalnych, a wiec
pojecie procesu odwracalnego jest pierwotne w stosunku do pojecia en-
tropii. Po drugie, twierdzenie Clausiusa mowi o catkach cyklicznych, po
krzywych zamknietych, Trzecia Zasada natomiast mowi o dowolnych izo-
termicznych procesach odwracalnych, czyli o dowolnych drogach izoter-
micznych lezgcych na powierzchni stanu (patrz (2)).
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Gdyby ktos miat problemy z zapamietaniem Zasad

Termodynamiki, polecam

|. You can’t win.
ll. You can’t break even.

Ill. You can’t even quit the game.
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Funkcje jednorodne

Sciste znaczenie terminu “ekstensywny” zawiera sie w stwierdzeniu, ze
energia wewnetrzna jest funkcjg jednorodng rzedu pierwszego:

YA: US,A\V,AN) = \U(S,V, N). (25)

Pozwala to na operowanie pojeciami gestosci energii i gestosci entropi
U S

uzﬁzu(s,v), szﬁzs(u,v), (26)
gdzie v = V//N jest objetoscig wiasciwg. Z kolei wielkosci intensywne sg

funkcjami jednorodnymi zerowego rzedu:

T=T(S,V,N)=T (% %) | (27)
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Rozniczkujgc wyrazenie (25) po A

oU oU oU
U=5S—+V_—+N—
8S+ 8V+ ON’

U=TS—pV + uN.

Dla entropii mamy S = S(U, V, N) oraz

1
dS=—dv+Lav - Euan,
T T N

co otrzymujemy z (29) pod warunkiem, ze spetnione
dzenia o funkcjach uwiktanych.

(30)

sg zatozenia twier-
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Potencjaly termodynamiczne

Oprécz energii wewnetrznej, kostruuje sie tez inne potencjaty termodyna-
miczne. Robi sie to za pomocag transformacji Legendre’a, polegajacych na
zamianie rolami wielkosci ekstensywnych i kanonicznie sprzezonych z nimi
wielkoéci intensywnych. W tym celu nalezy wyliczy¢ odpowiednig wielkos¢
ekstensywng z rownania stanu; zaktadamy, ze to jest mozliwe (réwnania
sg odpowiednio gtadkie, spetnione sg zatozenia twierdzenia o funkcjach
uwiktanych itp).

Transformacja Legendre’a polega na “uzupetnianiu do rézniczki zupetnej”.
Na przyktad

dU < TdS — PdV + udN = d(TS) — SdT — PdV + udN. (31)
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Otrzymujemy w ten sposéb energie swobodng (zwang takze energig swo-
bodng Helmholiza):

F=U-T§S, (32a)
dFF < —SdTI'— PdV 4+ udN , (32b)
F=F(T,V,N). (32¢)
Postepujgc podobnie jak w wypadku energii wewnetrznej, otrzymujemy
OF OF OF
= - ; = — — y H = — ? (33)
oT|v.N OV IN,T ON |1V
oraz nastepujgce warunki catkowalnosci dla energii swobodnej:
95 = or (34a)
OV | T |y
— 8_5 = 8_,u (34b)
ON |1y T |y n
oP _ o
- 8—N v, T B oV N, T (34C)
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Zupetnie podobnie wprowadza sie entalpie

H=U-4pV, (35a)
dH < TdS+VdP + udN (35b)
H = H(S,P,N) (35¢)
Zz warunkami
OH oOH oOH
T = — , — = y M= T ) (36)
oS |p,N OPIN,S ON|s.p
6—‘/ = 8—T (37a)
oS PN oP SN
vl - e (37b)
ON |ps 0P|y s
— 8_u = 8_T (37¢)
05 N,P ON S,P
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...oraz energie swobodng Gibbsa, zwang takze entalpig swobodng:

H=U-T5+4+pV, (38a)
dG < —=SdTI'+V dP 4+ udN , (38b)
G = G(T,P,N) (38c)
z warunkami
_ 0G|, _0G  _9G g
oT'|lp,N OPIN,T ONIT P
— 8—V % (40a)
oT PN oP TN
vl o o)
ON |pr OP |y
0S ou
TON|yp T 0|y, (450
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Mozna wreszcie zamienic rolami potencjat chemiczny i liczbe czgstek; z czte-
rech mozliwosci najciekawszy jest wielki potencjat termodynamiczny

Q=U-TS—uN = —-PV, (41a)
dQ < —SdT — PdV — Ndu (41b)
Q = Q(T,V, ) (41c)
Z warunkami
02 02 0S2
S=—-— , — — ; — = ) (42)
05 = on (43a)
ou TV oT R
05| _ o 30
oV T oT Vo
oP ON
el - 43c
Ou |y OV |, (430)
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Réwnowaga stabilna

Kazdy z potencjatdw termodynamicznych ma swoje naturalne zmienne.
Wybdr ktdéregos z potencjatdow termodynamicznych jako “wtasciwego” do
opisu jakiegos procesu, zalezy od narzuconych warunkdw, w jakich proces
ten zachodzi. Wréémy do nieréwnosci (32b):

dF < —SdT — PdV + udN .

Oznacza ona, ze w kazdym procesie zachodzgcym w statej temperaturze,
statej objetosci i przy ustalonej liczbie czgstek, dF' < 0. Innymi stowy, jesli
ustalimy warunki brzegowe w postaci T' = const, V. = const, N = const,
system bedzie mogt ewoluowac na drodze procesdw nieodwracalnych je-
dynie w strone minimum energii swobodnej Helmholtza, to znaczy w strone
konfiguracji zapewniajgcej minimum energii swobodnej. Nie musi to byc¢
minimum globalne; mozliwa jest “fatszywa préznia”, czyli minimum lokalne.
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Podobnie mozna powiedzie¢ o wszystkich pozostatych potencjatach ter-
modynamicznych: Jezeli narzucimy odpowiednie warunki brzegowe, uktad
bedzie ewoluowat w strone mimnimum odpowiedniego potencjatu termo-
dynamicznego, mianowicie tego, ktdérego naturalne zmienne odpowiadajg
warunkom narzuconym na system. Minima potencjatow termodynamicz-
nych odpowiadajag stabilnym punktom rownowagi uktadu przy warun-
kach brzegowych okreslonych w ten sposob, ze wartosci naturalnych
zmiennych sa ustalone.

(T,V,N) =const = 6F =0, 62F>0
(S,P,N) =const = 6H =0, 6°H >0
(T,P,N) =const = 6G =0, §°G>0
(T,V,u) =const = 6Q2=0, 62Q>0
(Lokalne) minimum odpowiedniego potencjal odpowiada zarazem (lokal-
nemu) maksimum entropii (uktady podgzajg do miniméw po drogach nie-
odwracalnych).
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Warunki rownowagi

Rozwazmy uktad sktadajacy sie z dwdch poduktadow A, B. Mamy wiec
U=Uus+Ug, V =V,+Vg, N = N4+ Npg. Jesli spetniony jest warnek
(U,V, N) = const, osiggamy jaki$ stan minimum, w ktérym zachodzi

S=8S4+Sg=SU4x,Va,Nyg)+Sg(U—-Uy,V—Vyu,N—Ny) (45)

Poniewaz dS ma by¢ rézniczkg zupetng, po uwzglednieniu (30) otrzymu-
jemy

TA:T37 PA—PB, MHA—HUB- (46)

Rownowaga dwu uktadéw wymaga, aby ich temperatury, ciSnienia i poten-
cjaty chemiczne byty rowne.
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Cel termodynamiki

Termodynamika dostarcza nam zbioru zaleznosci pomiedzy wielko$ciami
makroskopowymi, ktére mozna jawnie wyliczy¢ znajgc jeden (dowolny)
potencjat termodynamiczny.

Termodynamika nie mowi, jak ten jeden poznac.

Na potrzeby termodynamiki ten jedyny potencjat termodynamiczny, kiory
jest niezbedny do wyliczenia pozostatych wielkosci termodynamicznych,
wyliczamy z réwnania stanu. W fizyce statystycznej wynika on
z usredniania hamiltonianu po zmiennych mikroskopowych
z odpowiednim rozktadem prawdopodobienstwa.
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