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Wektor zwiazany. Wektorem zwiqzanym nazywamy par¢ punktow. Jezeli parg tg stanowia punkty A, B, wektor
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przez nie utworzony oznaczmy AB. Graficznie koniec wektora oznaczamy strzatka. Wektor AB jest r6zny od
—
wektora BA. Wektor o poczatku i koficu w tym samym punkcie nazywamy wektorem zerowym.
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Rysunek 1. Konstrukcja do obliczenia dtugosci wektora.

Przez pewien czas bedziemy si¢ ograniczali do punktéw (i wektoréw) na ptaszczyznie. Niech punkty A, B
maja, odpowiednio, wspolrzgdne kartezjariskie (x1,y1) i (2, y2). Budujemy tréjkat prostokatny, ktérego przeciw-
prostokatng jest wektor ADB , a przyprostokatne sa rownolegte do osi OX, OY. Z twierdzenia Pitagorasa widzimy,
iz dlugos$¢ wektora AB jest dana przez

HEH = V(@2 —21)2 + (2 —11)?. D
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Dtugos¢ wektora B A jest taka sama, jak dugo$¢ wektora AB: HABH = HBAH

Dhugos¢ wektora zerowego wynosi zero.

Przyktad: Obliczmy dtugo$¢ wektora, ktérego poczatek stanowi punkt P o wspétrzednych (1, 3), koniec punkt
@ o wspotrzednych (3, —1).

HP_QH = VB 12+ (-1-32 =2+ (42 =41+16 =20 = 2V5. 2)

Roéwnosé wektorow. Méwimy, ze dwa wektory sa réwne, jesli za pomoca przesunigcia réwnolegltego mozna je
nalozy¢ na siebie, to znaczy doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérej poczatek pierwszego wektora pokrywa si¢ z poczat-
kiem drugiego i jednoczesnie koniec pierwszego wektora pokrywa si¢ z koficem drugiego.

Rozwazmy dwa wektory P‘Cj i ]?S)' Niech poczatki i korice tych wektoréw maja, odpowiednio, wspdtrzedne
P(z1,y1), Q(x2,y2), R(x3,y3), S(x4,y4). Zauwazmy, ze do tego, aby wektory te byly réwne, potrzeba i wystar-
cza, aby jednocze$nie zachodzily réwnosci o — 1 = x4 — 23 0raz y2 — Y1 = Y4 — Y3.
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Rysunek 2. Réwnos¢ wektorow.

—
W pokazanej na rysunku 2 sytuacji, wektory A1 By, AsBo, A3 B3 sa réwne, ale nie sa réwne wektorowi XY,
. —_—
Zaden z tych wektor6w nie jest rowny wektorowi PQ).

Latwo pokazaé, iz relacja rownosci wektorow tworzy relacje rownowaznosciowq, gdyz
1. jest to relacja zwrotna (kazdy wektor jest rowny samemu sobie),
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2. jest relacjg symetryczng (jezeli PQ) = RS, to RS = PQ),

3. jest relacja przechodnia (gdyz ztozenie dwu przesunigé réwnolegtych jest przesunigciem réwnolegtym).

Dodawanie wektoréw. Aby doda¢ dwa wektory zwiazane, wykonujemy nastepujaca operacje' (patrz Rysunek 3):
—_— =
Chcemy obliczy¢ AB + CD. W tym celu stosujemy nastgpujaca regute rownolegloboku:

Rysunek 3. Suma dwéch wektoréw.

1. Przesuwamy rownolegle wektor CD tak, aby jego poczatek pokryt si¢ z koficem wektora AB. Koniec prze-
sunigtego wektora oznaczamy przez E.
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2. Budujemy réwnolegtobok, ktérego dwoma bokami sa wektory AB, BE.

3. Suma wektoréw staje si¢ przekatna powstatego réwnolegltoboku, czyli wektor AE.

Jak widzimy, przy rozwazaniu réwnosci i dodawania wektoréw zaczepionych, fakt, iz maja one okreslone
poczatki i korice, raczej utrudnia, niz utatwia rozwazania.

Wektory swobodne. Korzystajac z faktu, iz relacja réwnosci wektoréw zaczepionych jest relacja réwnowazno-
Sciowa, mozemy podzieli¢ caty zbiér wektoréw zaczepionych na plaszczyZnie na zbiory wektoréw réwnych (klasy

'Mowimy tu o matematyce. W fizyce okreslona jest tylko suma wektoréw zaczepionych w tym samym punkcie. Oblicza si¢ ja zreszta
wedlug tego samego algorytmu, jaki jest omawiany tutaj.



abstrakcji wzgledem relacji rownoSci wektoréw). Innymi stowy, utozsamiamy wszystkie réwne sobie wektory za-
czepione. Po utozsamieniu wektoréw réwnych, otrzymujemy wektory swobodne. Zwyczajowo przedstawia si¢ je
jako zaczepione w poczatku uktadu wspétrzgdnych. Wektory swobodne bgdziemy oznaczaé literami pétgrubymi.

Wektor swobodny reprezentowany przez strzatke o poczatku w Srodku uktadu wspétrzednych i koficu w punkcie
P(z,y) oznaczamy [z, y]. Liczby x, y nazywamy sktadowymi tego wektora.

Dziatania na wektorach swobodnych. Niech beda dane dwa wektory swobodne a = [a1,as] i b = [by, ba]. Sume
wektorow definiujemy nastgpujaco:

a+b:[a17bl]+[a27b2]:[a1+b17a2+b2}- (3)
Zauwazmy, ze definicja (3) jest zgodna z przedstawiona wyzej reguta réwnolegtoboku!
Niech ¢ bedzie dowolng liczba rzeczywista. Mnozenie wektora przez liczbe definiujemy jako
c-a=c-[ar,a2] =[c-ai,c-as). (€Y}

Zauwazmy, ze wektory a i ¢ - a sg réwnolegte.

Przyktad. Niech a = [1, 2], b = [—2, 3]. Obliczmy 2a oraz 3a — 2b.

2a=2[1,2] = [2-1,2-2] = [2,4]. 5)
3a—2b=3-[1,2] —2-[-2,3] = [3- 1,32 + [(=2) - (=2),(~2) - 3] = [3,6] + [4, —6]
= [3+44,6—6]=[7,0]. (6)

Dlugosé wektora swobodnego. Diugoscia wektora swobodnego a = [a1, as] jest liczba

lall = y/af + a3. 7

Iloczyn skalarny. Iloczyn skalarny dwu niezerowych wektoréw a, b tworzacych kat «, definiuje si¢ jako

aob=|a|-|b| - cosa. (8)

Obliczanie kata pomigdzy wektorami moze vby¢ ktopotliwe, dlatego tez w praktyce postgpujemy inaczej. Roz-
wazmy konstrukcje zaprezentowana na Rysunku 4.
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Rysunek 4. Iloczyn skalarny dwu wektoréw.

Dwa pokazane na rysunku wektory — oznaczmy je odpowiednio x; i xo — tworza kat o. Kat ten jest réznica
katéw s, (1, jaki wektory xo, X1 tworza z osig OX. Zatem

x1 0%z = [|x1] - [[x2| - cosa = [[x1 | - [|x2| - cos(B2 — B1) = [|x1]| - [[x2[ - (cos B2 cos B1 + sin Ba sin B )
X X
~all el - (22 2 ) =, ©
%2l Ilxall =2l (1%l

gdzie po drodze skorzystaliSmy ze wzoru na kosinus réznicy katéw i z definicji funkcji trygonometrycznych.
Widzimy, ze iloczyn skararny dwu wektoréw rowna sig sumie iloczynow sktadowych tych wektorow!

Przyktad. Niecha = [-3,2],b=[1,4]. aob=[-3,2]0[1,4] = (-3)-1+2-4=-3+8=5.

Wektor kierunkowy prostej. Ogélne réwnanie prostej na ptaszczyznie ma postaé
Az + By+C =0, (10)

przy czym liczby A, B nie mnoga jednoczesnie by¢ réwne zeru. Jezeli A = 0, réwnanie (10) okresla prosta
réwnolegla do osi OX. Jezeli B = 0, réwnanie to okresla prosta réwnolegta do osi OY.

Wektor o wspétrzednych [B, — A] jest wektorem réwnolegtym do prostej (10). Wektor ten nazywa si¢ wektorem
kierunkowym prostej. Dla A = 0 lub B = 0 powyzsze twierdzenie jest oczywiste. Dla A # 0 # B zauwazmy, ze
punkty P (0,—%), Q (1, —2£<) leza na prostej (10). Punkty te wyznaczaja wektor

— A+C C A 1
ktory jest réwnolegty do wektora [B, — A].

Rzut wektora na prosta. Aby obliczy¢ rzut wektora swobodnego u na prosta o rdwnaniu (10), postgpujemy
nastepujaco (patrz Rysunek 5):



Rysunek 5. Rzut wektora na prosta.
1. Przesuwamy wektor u réwnolegle® tak, aby jego poczatek znalazt si¢ na danej prostej. Przesuniety wektor
oznaczamy u’.

2. Rzut s wektora u’ na prosta obliczamy jako s = ||u’|| - cos a, gdzie « jest katem, jaki wektor u’ tworzy
Z prosta.

3. Wielko$¢ cos a wyliczamy z iloczynu skalarnego wektora u’ i wektora kierunkowego proste;.

Ostatecznie

"o[B,—-A "o[B,—A B,—A
s= | -cosar = ') - o O BAL L WolB oA uo B (12)

lwi-I[B,-All ~ VAZ+B?  JAZ+B?

Wektory wielowymiarowe. O wektorach swobodnych na ptaszczyznie méwimy, Ze naleza do przestrzeni R2.
Analogicznie definiuje si¢ wektory w przestrzeni R? i, ogdlnie, w przestrzeni R™. Jezeli dane sa dwa wektory

a=lai,as,...,a,], b =[b1,ba,...,b,] z przestrzeni R", dziatania na nich definiujemy nastgpujaco:
a+b: [a17a27...,an]+[b17b2,...,bn] = [a1+b1,a2+b2,...,an+bn] (13)
c-a=c-lay,a9,...,an] =[c-a1,¢-a9,...,c-ay], c€R (14)
aOb = [al,ag,. .. ,an] o [bl,bg, .. -7bn] = a1b1 +a262 4+ +anbn = ZaTbl (15)
i=1

Ostatnia z powyzszych réwnosci definiuje iloczyn skalarny.

Jezeli wektory a, b sg niezerowe, kosinus kata migdzy nimi definiuje si¢ jako

aob
cosqy = ———— (16)
[all - b

Wektory, dla ktérych a o b = 0, nazywa si¢ wektorami wzajemnie prostopadtymi (ortogonalnymi).

2Méwiac bardziej precyzyjnie, wybieramy takiego reprezentanta wektora swobodnego u, ktérego poczatek lezy na danej prostej.



