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1 Potegi

1.1 Potegi o wykladniku naturalnym.

Zapis a™, gdziea > 0,n = 1,2, 3, ..., interpretujemy jako skrécony zapis mnozenia:
a*=a-a-a----a. (D
———
n razy

Liczbe a nazwyamy podstawq potegi, liczbe n nazywamy wyktadnikiem. Na przyktad 22 = 2-2,53 = 5.5 5,
13* =13-13-13 - 13. Przyjmujemy, ze a' = a.

1.2 Potegi o wykladniku postaci 1/n.
Przyjmujemy, ze

b=ar < a=0b", 2)

gdzie a,b > 0,n = 1,2,3,.... Potegi tej postaci nazywa si¢ takze pierwiastkami arytmetycznymi: b = {/a. Na
przyklad 273 = /27 = 3.

1.3 Potegi o wykladniku postaci m /n.
Przyjmujemy, ze
2 m i
af = (aF) =@ 3)
gdziea>0,m,n=1,2,3,.... Naprzyklad 63 = (V/6)" = /67 = ¥/36.

1.4 Potegi o wykladniku ujemnym.

Przyjmujemy, ze

m 1
a = “4)
an
gdzie a > 0, m,n = 1,2,3,.... Zasadg t¢ mozna uogdlnié, przyjmujac, ze dla ¢ > 0 zachodzi Va: a=¢ = a%
Naprzyktad 372 = & = 1, 573 = 3/1%




1.5 Potegi zera.

Przyjmujemy, ze Yo > 0: 0% = 0. Prosze zwrdcié¢ uwage, ze zapis 0° jest tak zwanym symbolem nieoznaczonym,
ktérego wartos$C nie jest z géry znana.

1.6 Potegi o wykladniku zerowym.

Przyjmujemy, ze Ya > 0: a” = 1. Ponownie zwracamy uwage, ze zapis 0° jest symbolem nieoznaczonym.

1.7 Potegi o wykladniku rzeczywistym.

Powyzsze zasady pozwalaja prawidtowo zinterpretowa¢ dowolna potege o wyktadniku wymiernym, ag, gdzie
a>0,p € Z, q € Z\{0}. Majac zdefiniowane potegi o wyktadnikach wymiernych, mozemy zdefiniowa¢ po-
tegi o dowolnych wyktadnikach rzeczywistych. Mianowicie, niech o € R i {w,, }52 ; bedzie dowolnym ciagiem

wymiernym, takim, ze lim w, = a. Wéwczas
n—oo

a® = lim a"“", %)

gdzie a > 0.

1.8 Potegowanie liczb ujemnych.

Podkreslamy, ze potggowaé mozna tylko i wylacznie liczby nieujemne. Jedyny wyjatek czynimy dla potgg o wy-
ktadnikach catkowitych, gdzie mozna zastosowa¢ zasady (1) i (4). Na przykltad (—1)? = (=1) - (-1) = 1,
(-2 =(=2)(-2) - (-2) = -8, (-2) " = 7 = 15-

W ogdlnosci potggowanie liczb ujemnych prowadzi do niejednoznacznosci, ktére mozna prawidtowo zinterpre-
towac dopiero w ramach teorii liczb zespolonych.

2 Dzialania na potegach

Z powyzszych definicji wynikaja nastgpujace zasady dziatar na potggach: Dla dowolnego a > 0 i dla dowolnych
a, # € R zachodzi

a® - aP = q*tP (6a)

(@)’ = a*”? (6b)
1

a == (6¢)
aa

Przyktad: (5%)° = (5%) - (5%) = (5-5-5)- (5-5-5) =5-5-5-5-5-5 = 55 = 523 — 15625.
Zasada (6¢) wynika z zasady (6a), gdyz (a > 0)

ale poniewaz jest ona bardzo wazna, zdecydowaliSmy si¢ wypisac ja osobno.
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Rysunek 1: Przyktadowe wykresy funkcji potegowej dla dodatnich (lewy panel) i ujemnych (prawy panel) wyktad-
nikéw.

3 Funkcja potegowa

Korzystajac z powyzszych wiasnosci, dla x € R* mozemy zdefiniowaé funkcje potegowq v — x%. Dla v > 0
funkcja ta jest rosnaca, dla @ < 0 malejaca, dla @ = 0 jest to funkcja stata. Wykresy funkcji potggowej dla
przyktadowych wartoSci o przedstawia Rysunek 1.

Dla wyktadnikéw catkowitych funkcje potegowa mozna takze zdefiniowaé dla argumentéw ujemnych.

4 Funkcja wykladnicza

Dla liczb a > 0 definiujemy funkcje wyktadniczq x — a”. Z wiasnosci poteg wynika, ze a” - a=® = 1. Dla
a > 1 funkcja a” jest cisle rosnaca, funkcja a~* §cisle malejaca. Szczegdlne znaczenie ma funkcja wyktadnicza
e”, ktorej podstawa jest liczba
— 1
e = ZO ﬁ .

Funkcje e oznacza sig takze exp x. Rysunek 2 przedstawia wykresy funcji e® i e™*.

S Logarytmy

Logarytmowanie jest operacja odwrotna do potggowania. Jezeli a > 0, a # 1, logarytm o podstawie a z liczby
x > 0, oznaczany log, , méwi nam do jakiej potegi nalezy podnies¢ podana podstawe, aby otrzymac liczbe x.

y=log,z & az=a", a,z>0. @)

1

Przyklady: log, 8 = 3, gdyz 8 = 23. log;, 1000 = 4, gdyz 1000 = 10%. log, 7= = —4, gdyz 1z = 27%

log1 9 = —2, gdyz9 = (1) . logg 1 = 0, gdyz 1 = 8°.

L
16

Logarytm o podstawie e nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy In x = log, .



8.0 T

y=e

Rysunek 2: Funkcja wyktadnicza.

5.1 Wiasnosci logarytmow

Zachodza nastgpujace wlasnosci (a, z, y, 2 > 0):

log, (- y) = log, = +log, y (8a)
log,, g =log, x —log, y (8b)
log, % = a - log, = (8¢c)
(log, y) - (logy z) =log, = (8d)

Z ostatniego z powyzszych wzoréw wynika nastepujacy wzor na zamiang podstaw logarytmow:

1
log, z = ogbx7 a,b,x > 0. )
log, a

Przyktad: log, x = E—;



