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1. Udowodnij, ze

e )] (1a)

2
k=1

1
Odpowiedz: Dlan =1mamy L= Y. k=1,P=1-(1+1)/2=2/2=1= L.
- k=1

Krok indukcyjny. Przyjmujemy, ze teza zachodzi dla pewnego n > 1. Obliczamy

n+1 n
B _n(n+1) _nn+1)+2n+1)  (n+1)(n+2)
;k_kz:lkﬂnJrl)_THnH)_ : = 5

co koniczy dowdd, gdyz otrzymaliSmy wyrazenie postaci (1a) z n zastapionym przez n+1.

Z 12— n(n + 1)6(2n +1) (1b)
k=1

1
Odpowiedz: Dlan = 1mamy L= Y  k*=12=1,P=1-(1+1)-(2:1+1)/6 =2-3/6 =6/6 = 1 = L.
. k=1

Krok indukcyjny. Przyjmujemy, ze teza zachodzi dla pewnego n > 1. Obliczamy

n+1 n
Y=Ykt (n+1)?= ”(”“)6(2”“) +(n+1)?= ”;1 - (n(2n+1) 4+ 6(n + 1))
k=1 k=1

n+1

=5 -(2n?+Tn+6)=...
Latwo sprawdzié, ze ostatnie wyrazenie w nawiasie (2n%+7n+6) = (n+2)(2n+3) = (n+2)(2(n+1)+1).
Zatem

(n+1)(n+2)2n+1)+1)
6 )

co koniczy dowdd.

Projekt wspofinansowany z Europejskiego Funduszu Spotecznego w ramach Programu Operacyjnego KAPITAE LUDZKI 1



2n

S ()M =—n (Ic)

k=1

2
Odpowiedz: Dlan =1L = 5 (=1)*k = (-1)2- 14 (=1)%-2 =1 — 2 = —1, a wiec si¢ zgadza.
E— k=1

Krok indukcyjny. Przyjmujemy, ze teza zachodzi dla pewnego n > 1. Obliczamy

2(n+1) 2n+2 2n
DD E= ()M E =) (DM R4 ()T 2 4 1) 4+ (1) 20+ 1+ 1)
k=1 k=1 k=1

=—n+2n+1)—2n+2)=-n+2n+1-2n—-2=-n—-1=—(n+1).

2. Niech ciag {a, } bedzie okreslony nastgpujaco: ag jest znane, Vk > 0: a = qai_1, gdzie ¢ # 1. Ile wynosi

suma .
Sn = Z 03 2
k=0
Jak nazywa sig taki ciag?
Odpowiedz: Twierdzimy, iz
1 _ . n+l
50— ap =0
l—q

Dla n = 0 lewa i prawa strona powyzszego wyrazenia sa réwne ag. Krok indukcyjny: zakladamy, ze teza
zachodzi dla pewnego n > 0. Teraz zauwazamy, ze a; = aoq® dla k > 0 (formalnie rzecz biorac, tego tez
trzeba dowie$¢ indukcyjnie, ale dowdd jest oczywisty). Obliczamy

n+1 n+1
1iqn+1 1iqn+1+ 1iqqn+1
Sn+1:Zak:Zak+an+1ZGOTq+aoqn+1:ao 1—(q )
k=0 k=0
1— qn+1 + qn+1 _ qn+2 1— q(n+1)+1
= Qg = Qg )
1—g¢q 1—gq

co koriczy dowdd. Ciag, o jakim mowa w zadaniu, nosi nazwe ciqgu geometrycznego.

()= 6

(ﬂk) - (n—k)!(nni (n—k)! k!(nni DI (Z)

3. Udowodnij, zedlan,k € N, k < n

Odpowiedz:
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<Z> i <kil> - (Z: 1) (3b)

Odpowiedz: Zauwazmy przede wszystkim, ze wyrazenie (3b) ma sens tylko wéwczas, gdy k < n (nie
k < n). Przy tym zatozeniu

n n n! n! n! n!

(k> * <k:+ 1) T Mo R Gt D GrD) Bm—R ket Din— k1)
n! n! n! 1 1

THo—k-Dln—k  HETD0-GETD) Mo k-1 (n—k+k+1)

n! E+1+n—-k nl(n+1) _ (n+1)!

TRHn—k—-1! k+Dn—-k KE+Dm-—k-Din—k) (k+1)(n—k)!
(n+1)! <n+1>

(k+ DI((n+1) — k+1))! ~ \k+1

n n+1\k+1

(k:) - (k+ 1)n+1 (30)
Odpowiedz:
n+1\k+1 (n+1)! E+1 nl(n+1) E+1 n! _(n
<k+ 1)n+1 T k+ D () = (k+1)! n+1 K(k+Dm—k)! n+1  kKm—k! <k>

4. Udowodnij, ze jezeli p jest liczba pierwsza oraz k < p, k € N, to (p) jest podzielne przez p.

k
Odpowiedz:

(k:) K-kt 2.3 .k

Poniewaz p jest liczba pierwsza, p jest nieskracalne z mianownikiem powyzszego utamka. Wiadomo za-
razem, ze warto§¢ symbolu Newtona jest liczba naturalnag. W takim wypadku mianownik musi si¢ skracaé
z licznikiem, a wobec tego (¥) = p - (liczba naturalna).
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5. Udowodnij, ze dlan € N

(a+b)" = En: (Z) kb = zn: (Z) a" bk “)

k=0 k=0
(wzér dwumianowy Newtona).

Odpowiedz: Udowodnimy tylko pierwsza z powyzszych nieréwno$ci; dowdd drugiej bedzie w tej sytuacji
trywialny. Dodéwd przeprowadzimy indukcyjnie.

Dlan = 0, lewa i prawa strona dajg jeden, a wigc teza zachodzi. Przyjmujemy zalozenie indukcyjne, iz teza
(4) zachodzi dla pewnego n > 1. Przeksztalcamy wyrazenie

n+1 n
n+1\ ik (LY gn4a n+1\ ik n+1\ 1150
Z( i )ab" = 0 a’b” +Z f a®b" + ntl a™ b

k=0 k=1

=a"T 4T 4y (n )akb"+1_k =...
k=1 k

Jak widaé, wydzieliliSmy poczatkowy (zerowy) i ostatni (n+1) wyraz przeksztalcanej sumy. W pozostalej
czgSci “niepokoi” nas czton n + 1 w gérnym poziomie symbolu Newtona. Aby mozna si¢ go byto pozby¢,
zaczniemy od przenumerowania wyrazow szeregu: zamiast sumowac po k od 1 do n, mozemy sumowac po
zmiennej [ od 0 do n — 1. Innymi stowy, przyjmujemy, ze kK = [ + 1, oraz [ przebiega zakres od 0 don — 1.
Zmiana gornej granicy sumowania nie zmienia wyrazen zawierajacych n w sumowanym wyrazeniu!
Otrzymujemy

I+1

n—1
_ n+1 bn+1 n n H—lbn—l —
a1 +;;KJ+(HJHG .

gdzie skorzystaliSmy z juz udowodnionej tozsamosci (3b). Otrzymujemy dalej

n—1
_ gttt Z (” + 1) g pr 1= (1)
=0

n—1 n—1
_ n+1 bn+1 n l+1bn—l n l+1bn—l
a4 +;Q% +§Qﬂa

W drugiej z powyzszych sum ponownie zmieniamy sposéb numerowania wyrazow — przyjmujemy, ze [ =
k — 1, gdzie k przebiega zakres od 0 do n (jest to powrdt do pierwotnego sposobu numerowania). Zatem

n—1 n
. n+1 n+1 n I+1n—1 n kpn—(k—1)
— a1 4 b +Z<Z)a b +Z<k)ab

=0 k=1
n—1 n n
Z <k) akbn—k'
k=1

n—1 n
=a (Z (?) ab" "t a”) +b (b” + Z (Z) a‘fb”k> =...
=0 k=1

gdzie najpierw wyciagneliSmy wspélne czynniki przed znaki sumy, a p6Zniej wyciagneliSmy wspdlne czyn-
niki przed nawias. Zauwazmy, ze wyraz a™ jest “brakujacym”, n-tym wyrazem pierwszej sumy. Podobnie
b™ jest “brakujacym”, zerowym wyrazem drugiej sumy. Zatem

_ n41 +1 Y\ 1in—i
=gt 47 —&-a-;(l)ab" +b-
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.=a- <n>alb”l +b~z (n>akb"k =a-(a+b)"+b-(a+b)"=(a+b)""!

co koniczy dowdd.

6. Udowodnij indukcyjnie, ze
> (Z) =2" (5a)
k=0

Odpowiedz: Dowody tego i nastgpnych dwu zadan przebiegaja z wykorzystaniem tych samych technik
(zmiana numeracji wyrazéw, wykorzystanie tozsamosci (3b)), co dowéd wzoru Newtona. Nie bedziemy
zatem omawiaé poszczegdlnych krokdw, a tylko przedstawimy przeksztatcenia.

0
Dlan=0L =Y (}) = (J) =1 =2° = P. Przyjmujemy, ze dla pewnego n > 0 teza zachodzi.

2 \k 0
Przeksztatcamy
n+1 n n—1 n—1
+1 n+1 n+1 n n
=1 1=1 1=1 1
Y (") () e () - 2 [0 (1))

i(l)’“(Z) =0 (5b)

1
Odpowiedz: To twierdzenie zachodzi dlan > 1. I tak, dlan = 1, mamy L = Y (—1)¥ (,i) = (-1)° (é) +

(—1)* (}) =1-14(-1)-1=0= P. Po wykonaniu zalozenia indukcyjnego, przeksztalcamy

nzj:l(—l)k (nzl) — (~1)° <n:)rl) N z":(_l)k(n;: 1) L (ZID

k=0 k=1
() s B () o (1) o
_ _T;Z;(_l)l“ <7> (—D)"+1+ ;(—1)’€<Z>
_ i(l)m (7;) 4 2(1)’“ (Z) = —040=0
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n n B -
Z k ( k) =n2 (5¢)
k=0

1
Odpowiedz: Dlan = 1 mamy L = > k(;) =0-1+1-1=1,P =1-2"! =1 = L. Po dokonaniu
k=0

zatozenia indukcyjnego przeksztatcamy

n+1k(n;:1> Y. (ngl) +Z":k(n+1>+(n+1). (Zii) :i(z+1)(7:11)+n+1

gdzie do przeksztatcenia Srodkowe;j z trzech ostatnich sum skorzystaliSmy z juz udowodnionego wzoru (5b).

7. Wykonaj dowody (5a), (5¢) bez jawnego korzystania z zasady indukcji matematyczne;j.

OdpowiedZ: Wzér (5a) uzyskujemy z wzoru Newtona (4) podstawiajac a = b = 1. Podobnie wzér (5b)
uzyskujemy z wzoru Newtona podstawiajac a = —1,b = 1.

W celu udowodnienia wzoru (5¢) zauwazmy, ze na podstawie wzoru Newtona,

(z+1)" = zn: <Z)xk (6)

Zrbézniczkujmy powyzsze wyrazenie obustronnie po x:

d no_ o d 0\
%(erl) = dacZ(kz)x

k=0

nz+1)" 1 = Zk(;)xkl
k=0

Podstawiajac w ostatnim wyrazeniu z = 1 otrzymamy poszukiwana tezg.

8. Niech symbol a|b oznacza, ze liczba catkowita a jest podzielnikiem liczby catkowitej b. Udowodnij, ze dla
n=0
2| (n* — n) (7a)

Odpowiedz: Dlan = 1,n?2—n = 12—1 = 1—1 = 0, co jest podzielne przez 2. Przyjmijmy, ze dla pewnego
n>=1,n?—n=2s, gdzie s jest jaka$ liczba naturalna.

m+1)2—n+1)=n’>+2n+1-n—1=n>—n+2n=2s+2n=2(s+n)

co jest podzielne przez 2.
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3| (n® —n) (7b)
Odpowiedz: W tym i w nastgpnych zadaniach pierwszy krok dowodu indukcyjnego wyglada tak samo, jak w

zadaniu poprzednim, wigc bedziemy go pomija¢. Przyjmujemy, ze dla pewnego n > 1, n3 — n = 3s, gdzie
s jest jakas liczba naturalng.

n+12 -+ =n*4+3n2+3n+1-n—-1=n>—n+3n>+3n=3(s+n*>+n)

9/(10™ — 1) (7¢)

Odpowiedz: Po sprawdzeniu pierwszego kroku i po przyjeciu zalozenia indukcyjnego 10" — 1 = 9s, spraw-
dzamy

10" —1=10-(10" —14+1)—1=10- (10" —1) + 10— 1 =10-9s+ 9 = 9(10s + 1)

9. a1 =1,a2 =1, apya = ap+1 + a, (ciag Fibonacciego). Udowodnij, ze

2|azn (8a)

Odpowiedz: Jak tatwo wyliczy¢, as = as + a; = 1+ 1 = 2, a wigc teza dla n = 1 zachodzi. Zaktadamy, ze
zachodzi ona dla jakiego§ n > 1, a3, = 2s. Wéwczas

A3(n41) = U3n+3 = A3n42+ 03041 = 341 + 3n +03n11 = 20341 +03n = 203,41 +25 = 2(a3n41+5)
—_———

aszn+2

3|asn (8b)

Odpowiedz: Wykorzystujac poprzednie zadanie widzimy, ze a4 = a3z +az2 = 2+ 1 = 3, a wigc teza zachodzi
dla n = 1. Niech ay4,, = 3s. Mamy

A4(nt1) = Qdnta = Gant3 + Gany2 = Qany2 + Qang1 F0any2 = 2(Gang1 + Gan) + Gang1
—_———
A4n+3

= 3a4n+1 + 2a4, = 3(a4n+1 + 23)

5|asn (8¢)

OdpowiedZ: a5 = a4 + as = 3 + 2 = 5, a wigc teza zachodzi dla n + 1. Niech as,, = 5s.

A5(n41) = U5nt5 = Asntda + G5n 43 = 205043 + Asng2 = 2(A5n42 + A5ng1) + Gsnp2 = 3a5n42 + 205041
= 3(asnt1 + asn) + 245011 = 5asni1 + 3asn = 5(asny1 + 38)
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10. Udowodnij, zedlaa > —1,n >0
(I+a)" >1+na 9)

(nieréwno$¢ Bernoulli’ego).

Odpowiedz: Teza jest oczywista dlan = 01 n = 1. Przyjmujemy, ze jest ona spelniona dla jakiego$ n > 1.
Zauwazmy, 7ze poniewaz a > —1, 1 4+ a > 0, a zatem mnozac obustronnie nieréwnos¢ przez t¢ wielkos¢, nie
zmieniamy zwrotu nieréwnosci. Wobec tego

1+a)™ > 1+na
A+a)"™ > (1+a)l4na)=1+n+1Da+na®>>1+(n+1)a

gdyz na? > 0.
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