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1 Indukcja matematyczna

Jednym z bardzo waznych twierdzen teorii liczb naturalnych, a zarazem waznym narzgdziem dowodzenia wielu nie-
zwykle uzytecznych twierdzen, jest zasada indukcji. Na tym etapie edukacji wystarcza jej najbardziej podstawowe
sformutowanie:

Niech T'(n) bedzie pewng formutg (wyrazeniem) jakiego$ jezyka, gdzie n jest zmienng wolna, dzie-
dzina za$ obejmuje wszystkie liczby naturalne (N). Wéwczas

1. Jezeli prawdziwe jest T'(1), oraz
2. Jezeli dla kazdego n € N zachodzi implikacja T'(n) = T'(n+ 1),

to T'(n) jest prawdziwe dla kazdego n € N.

Moéwiac niezbyt SciSle, zasada indukcji jest jak drabina: Jezeli umiemy wej$¢ na najnizszy szczebel drabiny
(pierwszy krok) i jezeli zaktadajac, ze stoimy na dowolnym szczeblu drabiny umiemy przej$¢ na szczebel nastgpny
(krok indukcyjny), wnioskujemy, ze potrafimy przej$¢ przez cata drabing.

Przyktad: Udowodnij, ze dlan > 1

1
1+2+3+~--+n:%, (1)

Dowdd przebiega dwuetapowo.
1°, Sprawdzamy, czy teza zachodzi dla n = 1. Suma po lewe;j stronie jest jednoelementowa i rowna 1. Po prawej
L1041 2 . _ .
stronie =5 = 5 = 1, a wigc teza dla n = 1 zachodzi.
2°, krok indukcyjny. Zaktadamy, ze teza zachodzi na pewnego n. Niczego specjalnego o tej liczbie nie zaktadamy,
ma ona by¢ “dowolna”; w ten sposéb spetniamy wymog twierdzenia o indukcji, wymagajacy aby wynikanie mozna
byto pokaza¢ “dla kazdego n”. Mamy zatem

1424+---4+n+nt+l=142+---+n+n+l= .. 2)
—_————
Do podkreslonej czesci stosujemy zatozenie indukcyjne: 1 +2+3+---+n = %
n(n+1 n n+1)(n+l1+1
'=¥+n+1:(n+1)<1+§>:( )(2 ) 3)

Zrekapitulujmy osiagnigty wynik: Zaktadajac, ze (1) zachodzi dla pewnego, dowolnego n, pokazaliSmy, ze zacho-
dzi

(n+1)(n+1+1)

5 .
Jest to (1) z n zamienionym na n + 1. PokazaliSmy wigc, ze jezeli teza zachodzi dla dowolnego n, zachodzi takze
dlan + 1. W tej sytuacji, na mocy zasady indukcji, dyskutowane twierdzenie uwazamy za udowodnione.

14+2+ - +n+ntl=

Dowody indukcyjne, cho¢ sa koncepcyjnie proste, bywaja niekiedy dosy¢ skomplikowane i wymagaja znajo-
mosci rozmaitych chwytéw technicznych. Zadania do tego rozdzialu maja na celu zapoznaé studentéw z tego typu
chwytami.



2 Symbol Newtona

Symbolem Newtona nazywamy

(Z) N k'<nnlk>' )

Symbol (}) czytamy “n po k. Symbol n! (silnia) definiowany jest nastepujaco (n € N'U {0}):

1 n=20
nl=14¢1 n=1 ®)

Tozsamo$¢, popularnie zwana dwumianem Newtona, jest bardzo waznym wzorem, w ktérym pojawia si¢ sym-
bol Newtona:

Va,be R,n € N: (a+b)"zz (Z) akonk (6)
=0

k

3 Symbol sumy

We wzorze (6) pojawia si¢ symbol sumy. W ogélnosci, jezeli mamy ciag {ax }, zapis (n > ng)

3 a )

k‘:no

czytamy “suma po k od ng do n z ai. Zapis ten oznacza sumg wszystkich wyrazéw ciagu {ay }, poczynajac od
wyrazu a,, az do wyrazu a,.

Przyklady:
D kl=1142!+31+41 45! (8a)
k=1
6
Z 27k =90y o7l 1972 4 973 4 071 1 975 4 976 (8b)
k=0
n
=32 +42+52+.. .+ (n—1)* +n? (8¢)

k=3
W ostatnim przyktadzie zaktadamy, ze n > 3.

Indeks sumowania, ktéry w powyzszych przykladach oznaczono przez k, jest tak zwanym wskaZnikiem mar-
twym. Mozna go dowolnie zmienia¢ bez zmiany wartosci sumy. Na przyktad

n

ZakEZal. (9)

k=ng l=ng

Zauwazmy, 7€
n+1 n n
Z ar = (Z ak) +any1 = Z ag + any1 . (10a)
k):’I’LU k:’I’LU k:’no

Nawiasy pojawily si¢ tylko dla fatwiejszego odczytania wzoru. Nie maja one znaczenia “merytorycznego” (doda-
wanie jest faczne) i dlatego zostaly pominigte w dalszej czgsci.



Zwréémy uwage, ze

2(n+1) 2n+42 2n
b= b= bi+boni1+ oo (10b)
k‘:no k:’no k:’ng

Przeksztalcanie wzoréw zawierajacych symbol sumy jest wazng umiejgtnoscia. Zagadnieniu temu poswigcone
bedzie szereg zadan z tego dziatu.



