Btadzenie przypadkowe i dyfuzja
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Btadzenie przypadkowe w jednym wymiarze — czgstka w kolejnych chwilach
wykonuje krok w lewo lub w prawo z jednakowym prawdopodobienstwem
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Procesy Markowa

Czastka (uktad) moze znajdowac sie w jednym z n (1 < n < oo) stanéw. Uktad
moze przejs¢ ze stanu j w chwili 1 do stanu k w chwili ¢, z prawdopodobien-
stwem P;.(t1,t2). Zaktadamy, ze prawdopodobienstwo to nie zalezy od tego,
gdzie uktad znajdowat sie zanim znalazt sie w 57 w chwili t{ — prawdopodo-
bienstwa P;j(t1,t2) oraz Pjs(to2,t3) (t1 < to < t3) odnoszg si¢ do zdarzen
wzajemnie niezaleznych.

Jakie jest prawdopodobienstwo przejscia ze stanu 5 w chwili ¢; do stanu s
w chwili t3? Nalezy wysumowac po wszystkich mozliwych stanach posrednich:

Pjg(t1,t3) = > Pjr(t1,t2) Prs(to,t3), t1 <tp <t3 (1)
T

Rownanie to nosi hazwe rownania Chapmana-Kotmogorowa.
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Rozwigzanie naszego problemu

Rownanie Chapmana-Kotmogorowa ma postac*

Pyi(n) = %ij+1(n —-1)+ %ij—l(n —1). (2)

Zastosujmy dyskretng transformacje Fouriera:

FR(@)= > €7?Py(n). 3)

J=—00
Z rbwnania (2) dostaje

1 _ . 1 .
F(9) = Se PR TN (e) + SR TN (¢) = F (@) cosg. (4)

*Omawiany problem jest jednorodny: Py;(t1,t2) = P;(|t1 — t2]).
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Stosujac to rownanie n-krotnie dostane

Fi(¢) = e cos™ ¢ (5)
Obliczam odwrotng transformate Fouriera:

27 27
1 . 1 L
Pje(n) = - / e IOR (¢) dg = / e I%eR? cos™ ¢ dg
0 0

27
L iy b
_ p+ikp+ing 2ipyn 7
_271_/6 1] ) m (1—|—€ Z)n2n
1 i (n) 1 77 i(—j+k+n—2s)¢ do = i i (72)5 : (6)
Qn P < 27‘_ / e - 2n = S 37% .
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Ostatecznie

(1 n ,
E(k+n_j) k + n — j parzyste
oy — 2
Pej(n) =199 k + n — j nieparzyste (7)
0 7 — k| >n.

Jest to prawdopodobienstwo tego, ze czgstka startujac z £ po n krokach znajdzie
sie w punkcie j. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze czgstka startuje z k = 0O
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Srednie przemieszczenie po n krokach

j=—00

gdyZ POj = Py —j
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Sredni kwadrat przemieszczenia po n krokach

(®)= % 2 ry=g 3 ), ©

J=—00 J—"nN
przy czym sumowanie przebiega po takich j, ze n — j jest parzyste. Oznaczmy
s = (n—7)/2. Woéwczas

1 n 1 n n n

Py =3 X (=22 =1n? ¥ () —anX ()s+43())s7

s=0 s=0 S 0 S 0 S
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Mamy

3 (") = 2» (11a)

s=0 %

n d n d . .
Sgo(;”)s = A E_: ( )AS _ 1=/\5(1+/\) L, =n2 1(11b)
n d2 d n s

SEO (:)82 - ( d>\2+2)\d>\> ZO @A .
= n(n—1)2""2 4 p2n1 (11c)
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=n2—2n2—|-n2—n—|—2n=n

Podsumowujac,

(J)
(7°)

0,

n.

(12)

Sredni kwadrat przemieszczenia jest proporcjonalny do

ilosci wykonanych krokow.
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Procesy gaussowskie

£(t) — szum gaussowski. Rodzina zmiennych losowych indeksowanych cza-
sem, takich, ze

VnorazVviy <t1 < ...tn:
Prob (£) = Prob (£(t1), £(t2), - -, &(tn)) ~ exp |-36TG7 1| (13)

gdzie G jest pewng macierzg symetryczng, dodatnio okreélong. Z gaussowsko-
sci wynika, iz do okreélenia wystarczg dwa pierwsze momenty.
Szum biaty:

€@®) =0,  ((1)E(t2)) =d(t1 —t2) (14)

Dlaczego szum biaty? Bo jest znakomitym przyblizeniem fluktuacji rownowago-
wych uktadu makroskopowego.
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Catka z procesu stochastycznego

b
[ re@ae =7

W mys$l definicji Riemanna, catka nie moze zaleze¢ od wyboru punktéw
posrednich. Jesli jednak & jest procesem stochastyczny, catka
najprawdopodobniej zalezy od wyboru punktéw posrednich. Co zrobi¢?
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Interpretacja Ito

Definiujemy

b b
[ £ () dW(s) = FV®) ~ fW (@) ~ 5 [ F/(W(s))ds  (15)

7

notacja matematyczna

W (s) to proces Wienera. Drugi czton w (15) nazywa sie poprawka lto.
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Analogicznie

b N
[oe®at=tim 3" gt (Wty) = W(k)) (16

T k=0

gdzie a = tg < t1 < --- < ty41 = b. Wartosc¢ funkgcji obliczana zawsze na
lewym krancu przedziatu! Jest to interpretacja lto.

,2Konkurencyjna” intrepretacja Stratonowicza:
w (16) bierzemy g ((tk + tk+1)/2). (Wéwczas w (15) nie ma dodatkowego
cztonu.)
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Btgdzenie przypadkowe

Niech zmiany potozenia czgstki bedg losowe, zadane biatym szumem gaussow-
skim

x(t+ At) = x2(t) + Ax, (17)
gdzie Ax sg pewnymi zmiennymi gaussowskimi. W opisie ciggtym
i = VDE(t) (18)
Wowczas
t
2(t) = g + VD /g(t’) dt' = 2o + VD =(t). (19)
0

Jakie sg wiasnosci liczby losowej =(¢)? Jest to zmienna gaussowska, bo suma
zmiennych gaussowskich jest gaussowska. Wartos¢ oczekiwana (=(t)) = O.
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A jaka jest wariancja?

t t t
(E()?) <( [ dt) > < [ | dt2£<t1>£<t2>>
0

o)
t

0
t t t
=/dt1/ dto ff(tl)g(t2> :/dtl/ dty 6(t1 —t2)
0 0 0

0
t
= [t = (20)
0
Wobec tego (z(t)) = =z, <(:c(t) - x0)2> —
Btagdzenie przypadkowe i dyfuzja 16




Rownanie dyfuzji

Poniewaz x(t) jest zmienng gaussowskg, do okreslenia rozktadu prawdopodo-
bienstwa wystarcza podanie dwu pierwszych momentoéw. Zatem

Xr — X 2
P(:c,t):\/ﬁexp [—( QD;’)] (21)

Ten rozktad prawdopodobienstwa spetnia nastepujgce rownanie rézniczkowe

) 1 52
“P(z.t) = —D——P(z.t oy,
Y (z,1) P53 (z,1) (22)

zwane rownaniem dyfuzji.
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Duza czgstka w kapieli cieplnej

Hamiltonian:

P2 Y[p? 1 5 >
H=—+U ! —my,wi (g; — ¢; 23
i +U(Q) + Z; 2m, + o T (g iQ) (23)
Btagdzenie przypadkowe i dyfuzja 18



Réwnania ruchu — uktad N + 1 réwnan pierwszego rzedu:

Q = %P (24a)
N
po= Q) LS~ 26 — Q) (24b)
aQ 5
1
¢ = —D; (24c)
my;
pi = —miw?(g — Q) (24d)
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Mozemy obserwowac ,duzg” czastke. Trajektorie ,matych” czgstek sg niecie-
kawe lub nieobserwowalne, a zatem prébujemy je wyeliminowac.

Sciste rozwigzanie réwnan ruchu matych czastek daje

O+ / =)oy + . TP = SR, (@
gdzie
/ 1 & 2 /
vt —t) = M; iCi W3 2 cosw;(t —t), (25Db)
N .
R(t) = Z 3 [(qi(O) —¢;QQ(0)) cosw;t + 1;;(2) sinw;t |(25¢)
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Jezeli ¢;(0), p;(0) sa nieskorelowanymi gaussowskimi liczbami losowymi, to
R(t) tez jest gaussowskg liczbg losowa.

Poniewaz (q;(0)) = (p;(0)) = 0, mamy (R(t)) = 0. Obliczmy
(R(t)R(t")). Cztony zawierajgce p;q;, PiPj£i» 4ij=; Znikaja. Zostaje tylko
<qi(0)2COSwit cosw;t’ + p;(0)2/(m;w;)? sin w;t sin wit’>, a to daje $rednig
energie i-tego oscylatora. Zaktadamy, ze oscylatory wykonujg drgania ter-
miczne. Ostatecznie

(R(OR(')) = MkgT ~(t —1). (26)

Zwigzek (26) nazywa sie twierdzeniem fluktuacyjno-dysypacyjnym.
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Whioski z twierdzenia fluktuacyjny-dysypacyjnego

e Fluktuacje termiczne sg zroédtem ,lepkosci”.

e Natezenie fluktuacji, lepkos¢ i temperatura sg ze sobg powigzane.

e Szum pojawia sie jako proteza naszej niewiedzy — nie znamy i nie umiemy
Sledzi¢ trajektorii wszystkich ,matych” czgstek, wiec kolektywny efekt ich
dziatania zastepujemy procesem losowym o znanych wtasnos$ciach.

e Gaussowskos¢ wynika z przyjetego zatozenia o istnieniu rownowagi termo-
dynamiczne,;.
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Jadro pamieci

Jadro pamieci ma postac (25b). Jesli fazy w; sg przypadkowe oraz N jest bardzo
duze, dla t = t' przyczynki od poszczegoélnych oscylatoréw prawie sie kasuja,
przy czym kasowanie jest niewielkie dla |t —t'| ~ 0. Spodziewamy sie zatem, ze
~(-) jest szybko zanikajgcg funkcjg swojego argumentu. W skrajnym przypadku
v(t —t) = ~-46(t —t'). Rébwnanie rézniczkowo-catkowe (25a) przechodzi
wowczas w

3 : 1 dU
— — =V DE(L 27
Q+7Q+ ;05 =VDE®, (27)
gdzie £(t) jest biatym szumem gaussowskim oraz
Y
D= —kgT. 28
1/ "B (28)

Zwigzek (28) zostat po raz pierwszy wyprowadzony przez Einsteina i Smolu-
chowskiego.

Btgdzenie przypadkowe i dyfuzja 23



Ruch przettumiony

,Fizyczny” ruch w polu potencjatu U (x) z ttumieniem opisujemy rownaniem

d2 d dU
+7—$+ (@)

= 0.
a2 dt dx

< ’ydt’ mozemy naplsac

Jezeli 'mdtQ

dx 1 dU
dt v dx

(29)

(30)
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Rownania Langevina i Fokkera-Plancka

Wprowadzmy zaburzenie stochastyczne

= A(z) + VDE(t) . (31)

Rownanie takie nazywa sie rownaniem Langevina. Odpowiada mu nastepujace
rownanie na dyfuzje rozktadu prawdopodobienstwa:

OP(z,t) 5, 1 _92P(x,t)
5 = g A@P@ )]+ SD— 57—,
zwane rownaniem Fokkera-Plancka. Pierwszy czton po prawej stronie rownania
(32) nazywa sie cztonem dryfu. Pochodzi on od sity deterministycznej. Drugi
czton nazywa sie cztonem dyfuzji. Pochodzi on od zaburzenia stochastycznego.

(32)
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Rozwigzanie stacjonarne

Rozwigzanie stacjonarne znajdujemy z warunku 0P/0t = 0, co prowadzi do
rownania

— A(z) Pst(z) + ED dr (33)

Rozwigzanie stacjonarne nie zawsze istnieje! (Za rozwigzania “istniejgce” uzna-
jemy tylko rozwigzania normalizowalne.)
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Przyktad: Ruch w potencjale harmonicznym

Niech V(z) = 2w 242, Stacjonarne réwnanie Fokkera-Plancka przybiera postaé

1 dPst(w)
dx

w a:Pst(:v) —|— =0, (34)

ktorego rozwigzaniem jest

w2 w2:1:2
Psi(x) = \/W—Dexp [— 5 ] : (35)

Im dyfuzja silniejsza, tym rozktad bardziej rozmyty. Im potencjat sztywniejszy (im
w? wieksze), tym rozktad wezszy.
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Szum multiplikatywny

W réwnaniu (31) szum jest addytywny — sita stochastyczna tylko dodaje sie do
sity deterministycznej. W sytuacji najbardziej ogdlnej szum mogtby sprzegac sie
multiplikatywnie:

z= A(z) + C(z) &) . (36)
(Statg D wigczyliSmy do funkcji C'(x).) Wobwczas rownanie Fokkera-Plancka

przybiera postac

OP(x,t) 3, 1 92
o = 5 [A@P@, D]+ o5 [(C(@)?P(z.0)]  (37)

| trzeba strasznie uwazac na to, ktérej interpretacji szumu sie uzywa.
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Numeryczne catkowanie rownania Langevina

Przypusémy, ze dane jest rownanie Langevina

= A(z) + C(z) £(1) (38)

gdzie £(t) jest biatym szumem gaussowskim. (Jezeli C(x) = const, szum
nazywam addytywnym.)

Jak numerycznie wygenerowac trajektorie x(t)?

Niech z,, = x(tn) = x(tg + nh), gdzie h jest krokiem catkowania. Chodzi
zatem o numeryczne wygenerowanie ciggu {af;n}fyzo.
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Zauwazmy, ze

tn—|—1 tn—|—1

tnpr =t [ A@E)d+ [ C@ENEId . (39)
tn tn

Wz6r (39) jest wzorem doktadnym. Przyjmujemy interpretacje Ito. Wéwczas

tn41 |

thg1 = zn+ A(x(tn)) / dt' + C(x(tn)) / () dt!
tn tn

tnt1 bnt1
= 2n 4 Azn) / dt' +C(xn) / et dt' . (40)
tnh \tn - J
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Liczby =,, sg gaussowskimi liczbami losowymi, (=,) = 0. lle wynosi ich wa-
riancja?

th+1 bt
EnZm)= [ at' [ at" ()W)
tn tm
tn—l—l tm—l—l 0 dla m # n
tn 1
= [ af / at's(t — "y = "F 41
t/ . ( ) / dt' =h dlam=n. ()
\ tn

W szczegodlnosci widag, iz <E%> = h.
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Metoda Eulera-Maryuamy

Ostatecznie otrzymujemy

Ln+1 — In + h A(xn) + \/EC’(a:n) TIn (42)

gdzie n, sg nieskorelowanymi zmiennymi gaussowskimi z rozktadu N (0, 1).

Metoda (42) jest obarczona duzym btedem, niemnigj jednak stosuje sie jg bardzo
czesto z uwagi na znaczng komplikacje metod o wyzszych rzedach zbieznoSci
| jednoczesnie zgodnych z interpretacjag Ito.
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