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Catka oznaczona

Obliczanie catek oznaczonych jest (lub tez raczej, byto) jednym z gtdwnych
zadan analizy numerycznej. Jak wiadomo,

b
= [ f(@) do = F(b) - F(a), (1)

gdzie F'(x) jest funkcjg pierwotng f(x), to znaczy taka, ze d = f(x).
Problem w tym, ze znajdywanie funkcji pierwotnych (“catek nieoznaczo-
nych”) jest zadaniem znacznie trudniejszym, niz rézniczkowanie. Dla wielu
funkcji funkcja pierwotna nie wyraza sie poprzez skonczong kombinacje
funkcji elementarnych. Stad bierze sie potrzeba numerycznego obliczania
catek.
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Krzywa ROC

W uczeniu maszynowym, w ocenie klasyfikatorow binarnych — czyli zali-
czajacych badane obiekty do jednej z dwu roztgcznych klas — duzg role
odgrywa Receiver Operating Characteristic — wielkoS¢ zwana popular-
nie “krzywg ROC”. Wyniki klasyfikatora binarnego mogag naleze¢ do jednej
z czterech grup

TP, True positive Badany obiekt posiada dang ceche i klasyfikator prawi-
dtowo rozpoznaje, ze obiekt jg posiada.

FP, False positive Badany obiekt nie posiada danej cechy, ale klasyfika-
tor btednie stwierdza, ze obiekt jg posiada.

FN, False negative Badany obiekt posiada dang ceche, ale klasyfikator
btednie stwierdza, ze obiekt jej nie poisada.

TN, True negative Badany obiekt nie poisada danej cechy i klasyfikator
prawidtowo stwierdza, ze obiekt jej nie posiada.
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Z uwagi na zastosowania w diagnostyce medycznej, ale nie tylko, obec-
nos¢ bteddw typu FN jest szczegdlnie niemile widziana. Wyniki dziatania
klasyfikatora mozemy przedstawi¢ w przestrzeni ROC:

ROC space
0.9l perfect C
0.8} B’
@
'

0.7
=
2 osf . .
- A N
= @r ™
@
@ 0.5 better &7
Q ‘:)0 4
o S
& 0.4f &

;&\0:
P
0.3} &7
& »
7
0.2 R \ c
o
_(@b ,
W
0.1 e worse

(=]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
FPR or (1 - specificity)

T — doskonate dziatanie. A jest lepsze od B, C. B odpowiada losowemu dziataniu klasyfikatora. C’, odbicie
lustrzane C (odwrdcenie dziatania klasyfikatora), jest jeszcze lepsze, niz A.
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Jezeli mamy do czynienia nie z pojedynczym klasyfikatorem, ale z rodzing
klasyfikatorow, zaleznych od pewnego parametru, mogacego wptywac na
czestotliwos¢ btedow typu FP, wyniki ich dziatania tworzg krzywe w prze-
strzeni ROC.

08— I—j

Pole pod krzywg (AUC — Area Under Curve ©) jest miarg prawdopodo-
bienstwa, ze klasyfikator oceni wyzej losowo wybrany przypadek pozy-
tywny (obiekt ma dang ceche) niz losowo wybrany przypadek negatywny
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(obiekt nie ma danej cechy). Stad pojawia sie koniecznoS¢ numerycznego
obliczania AUC, czyli numerycznego catkowania krzywej ROC.

Przyktad ten pokazuje, ze cho¢ catkowanie numeryczne ma gtéwne za-
stosowania w obliczeniach inzynierskich i naukowych, wystepuje takze
W uczeniu maszynowym, a takze w analizie sygnatow, analizie statystycz-
nej i w innych zastosowaniach informatyki.
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Caveat emptor!

Numerycznie wolno obliczac catki, o ktorych
wiemy, ze istniejg. To, ze jaka$ procedura
numeryczna daje skonczony (a nawet pozornie
sensowny) wynik, nie stanowi dowodu, ze
obliczana catka istnigje.
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Przyktad NEGATYWNY

Mamy numerycznie obliczy¢ catke

_ [de
I_!w' (2)

Naiwnie przyjmujemy, ze dzielimy przedziat catkowania na podprzedziaty o matej dtugo-
Sci h kazdy, bierzemy wartos¢ w prawym krancu przedziatu i w duchu sum Riemanna
przyjmujemy, ze

h dlaM>> 1. (3)

M

I~
nzzjl 1+ nh
Wartos¢ M w powiekszamy tak dtugo, az kolejne przyczynki nie stang sie zaniedby-
walnie mate. Tymczasem dla kazdej skonczonej doktadnoséci obliczen, przyczynki (kolejne
wyrazy 1/(1 4+ nh)) dla odpowiednio duzych n stang sie zaniedbywalnie mate, to zna-
czy porownywalne z btedem zaokrgglenia. Dostaniemy w ten sposob jakie$ skonczone

“przyblizenie” wartosci I, a tymczasem catka (2) jest rozbiezna!
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Punkt wyjscia: interpolacja

Wzory na catkowanie przyblizone, tak zwane kwadratury, uzyskuje sie
przez catkowanie odpowiednich wielomianéw interpolacyjnych. Ogdlnie,
jesli

f(z) =y(z) + E(z), (4)
gdzie y(x) jest wielomianem stopnia n postaci

n
y(z) = ) hi(z)f; + (ewentualne cztony z pochodnymi), (5)
i=0

zas E(x) jest bltedem interpolaciji, jako przyblizenie catki otrzymujemy

b n
/f(iv)d@“:ZHz‘fi-l-E, (6)
a 1=0
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gdzie

H;, = /bhz(a:) dx , E = /bE(:I:) dx . (7)

Nalezy przy tym tak dobraC parametry interpolacji, aby catki z ewentual-
nych cztondéw z pochodnymi znikaty tozsamosciowo. W ten sposéb z inter-
polacji Hermite’a uzyskuje sie tak zwane kwadratury Gaussa, ktérych nie
bedziemy omawiac, natomiast z catkowania wielomianu interpolacyjnego
Lagrange’a z weztami rownoodlegtymi uzyskuje sie kwadratury Newtona—
Cotesa. Jezeli krance przedziatu catkowania sg weztami interpolacji —
zwanymi w tym kontekscie weztami kwadratury — dostajemy tak zwane
zamkniete kwadratury Newtona—Cotesa, znajdujgce najczestsze zastoso-
wania.
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Btad catkowania, E, powinien by¢ proporcjonalny do pochodnej rzedu
(n+1) funkcji podcatkowej w pewnym (nieznanym) punkcie przedziatu
catkowania. Okazuje sie jednak, iz ze wzgledu na pewne warunki symetrii,
wyrazenia na btagd zawierajg tylko pochodne rzedu parzystego — kwadra-
tury oparte na nieparzystej ilosci weztow, czyli wyprowadzone z catkowa-
nia wielomianu iterpolacyjnego parzystego stopnia (n = 2,4, ... — wezly
numerujemy od zera), majg rzad wyzszy, nizby to wynikato z rzedu inter-
polaciji.
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Kwadratury Newtona-Cotesa

W praktyce zamkniete kwadratury Newtona—Cotesa opiera sie na inter-
polacji wielomianami niskiego stopnia. Jest to spowodowane czterema
wzgledami:
e prostostg obliczeniowa,
e trudnoscig w szacowaniu pochodnych wysokiego rzedu,
e Obawg przed oscylacjami Rungego, czyli ,szalonym” zachowaniem
wielomianow interpolacyjnych wysokiego rzedu,

e mozliwoscig osiggniecia wiekszej doktadnosci przez zastosowanie
kwadratur ztozonych (patrz nizej).

Ponizej przedstawiam cztery najczesciej stosowane kwadratury: metode
trapezow, metode Simpsona, metode 3/8 i metode Milne'a. Kwadratury
wyzszego rzedu wystepujg w zastosowaniach praktycznych niezmiernie
rzadko.

Copyright (©) 2003,2010-23 P. F. Géra 14-12




Metoda trapezow

L b
\ [ 1@ de =220 + 1)

\\ 1
1 - N3 gl
| E= —12(b a)”f"(¢)

Metoda Simpsona

S L b D
N @ de =T o+ 4+ £2)
\\ | - 1 /b 0
| __ —a\° (4
| 9o< 2 ) )
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Metoda 3/8

b
a/f(x)dx:bga

E= _830 (b 3 a>5f(4)(0

(fo+3f1+3f2+ f3)

Metoda Milne’a

b—a
50 (7fo+32f1+

12fo 4+ 32f3 4+ 7 f4)

- _9j5 (b 2 a>7f(6)(0

b
/f(a:) dx ~
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Na powyzszych rysunkach czerwone krzywe oznaczajg “prawdziwg” funk-
cje podcatkowa, natomiast krzywe zielone — jej kolejne wielomiany inter-
polacyjne. We wzorach na btad kwadratury ¢ € [a, b].

Wzor na kwadrature przyblizong podaje pole pod wykresem odpowied-
niego wielomianu interpolacyjnego, zgodnie z geometryczng interpretacjg
cafki.

(Uwaga: W przypadku ogolnym wielomian interpolacyjny czwartego stop-
nia zastosowany we wzorze Milne’a niekoniecznie az tak dobrze przybliza
funkcje podcatkowa.)
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Kwadratury zlozone

Zamiast stosowac kwadratury wyzszego rzedu, wiekszg doktadno$¢ w nu-
merycznym obliczaniu catek uzyskuje sie stosujgc kwadratury ztozone, to
jest dzielgc przedziat catkowania na podprzedziaty | stosujgc do kazdego
z nich kwadrature nizszego rzedu. Procedure te mozna iterowac, to zna-
czy sukcesywnie zageszczaé podziat. Poniewaz najbardziej ,kosztowng”
czescig catkowania numerycznego jest obliczanie funkcji podcatkowej, po-
dziaty zageszcza sie w ten sposob, aby wezty podziatu grubszego byty tez
weztami podziatu gestszego — w ten sposob bowiem mozna uzy¢ juz ob-
liczonych wartosci funcji. Szczegdlnie tatwo jest to osiggnac, gdy krance
przedziatu catkowania sg weztami kwadratury. Stgd wtasnie bierze sie po-
pularnos¢ zamknietych wzoréw Newtona—Cotesa.
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Redukcja btedu

Co ciekawe, stosowanie kwadratur ztozonych prowadzi do dodatkowego
zmniejszenia btedu. Rozpatrzmy to na przyktadzie ztozonego wzoru trape-
z6w. Obliczamy catke (1) i otrzymujemy btad

1
E=-—-(b-a)*f"(¢), (8)
gdzie (g € [a, b]. Teraz korzystamy z addytywnosci catki:
b (a+b)/2 b
I=[f@de= [ f@det+ [ f@de, @
@ a (a+b)/2

obliczamy przy pomocy wzoru trapezéw catki po podprzedziatach [a, (a +
b)/2], [(a + b)/2,b], za$ jako btad bierzemy sume bteddéw popetnionych
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w obu podprzedziatach:

E = _112 (a;rb_a)B)f//(Cl)_%(b_

L1 3 )+ /(&)

a-+ b
2

)3 (¢2)

: (10a)
4 12 2
gdzie ¢1 € [a,(a +b)/2], (o =€ [(a 4+ b)/2,b]. Skorzystawszy z twier-
dzenia o wartoéci sredniej zastosowanego do drugiej pochodnej funkcji
podcatkowej, otrzymujemy ostatecznie

~ 1 1
E=—->."—(b—a)3f" 10b
PR O (S (10b)
gdzie (3 € [a,b]. Poréwnujac wzory i (10b), widzimy, iz zageszcze-
nie podziatu czterokrotnie zmniejszyto czynnik staty w wyrazeniu na btad

metody trapezéw?.

*Nie mozna natomiast powiedzieé, iz wzory (8) i (10b) ,r6znig sie o czynnik 1/4”, jako ze
pochodne wystepujgce w tych wzorach obliczane sg w innych punktach.

Copyright (©) 2003,2010-23 P. F. Géra 14-18



Catkowity btad ztozonej kwadratury trapezow jest (pesymistycznie) sumg
btedow popetnianych na poszczegdlnych podprzedziatach. Dla n podprze-
dziatdw dostajemy

E=3 (-2) () = - Lt Z £

\ 4
~~

_ )3
LT e, (1)

poniewaz dtugos¢ kazdego podprzedziatu wynosi (b — a) /n, natomiast do
podkreslonego fragmentu zastosowaliSmy twierdzenie o wartosci Sredniej.
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Ztozony wzor trapezow

Zwrocmy uwage, iz numeryczna wartos¢ catki po jednokrotnym zagesz-
czeniu podziatu i zastosowaniu wzoru trapezow dana jest przez
1 b—a —a b—a
sy 2

1 1
(Sho+hi+552).
(12)
gdzie fq jest wartoScig funkcji podcatkowej w punkcie sSrodkowym. W ogdél-
nosci ztozony wzér trapezéw ma postac

1 1
I (Sfo+ st fot iy at5in), (19

gdzie h jest dtugoscig najmniejszego podprzedziatu (Srednicg podziatu),
fn jest wartoscig obliczong w prawym krancu przedziatu catkowania, przy
czym N = 2k, gdzie k jest rzedem podziatu. Wida¢ zatem, ze przy itera-
cyjnym zageszczaniu podziatdw nawet nie trzeba pamigta¢ wartosci funkgji
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w weztach wyzszego rzedu — wystarczy zapamieta¢ ich sume. Proce-
dure iteracyjnego zageszczania podziatow konczymy, gdy kolejne znale-
zione przyblizenia catki roznig sie od siebie zaniedbywalnie mato, to jest
gdy [Ix4+1 — Ix| < €, gdzie € jest z gory ustalong tolerancjg. Jezeli war-
tos¢ catki jest bardzo mata lub bardzo duza, nalezy stosowa¢ doktadnosc¢
wzgledna:

[ I41 — I

[ Ii| + €'

gdzie O < &’ <« 1 jest dodatkowym parametrem majgcym chroni¢ przed
dzieleniem przez zero.

< €, (14)
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Zasade kwadratur ztozonych ilustruje ponizszy rysunek. Dzieki temu, iz zageszczenh do-
konuje sie przez potowienie podprzedziatdw, wezty kwadratury mniej ztozonej sg tez we-
ztami kwadratury bardziej ztozonej. Kwadratury ztozone wprowadza sie tez dla kwadratur
wyzszych rzedéw (Simpsona, 3/8, Milne’a). Powiedzmy, jesli mam kwadrature Simp-
sona opartg na punktach zq, x1, x2, po zageszczeniu dostaje dwie kwadratury Simpsona
oparte, odpowiednio, na punktach zo, (xo+x1)/2, x1 oraz z1, (x1+x2)/2, 2.
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Ekstrapolacja Richardsona

Stosujgc kwadratury ztozone, dostajemy caty cigg kolejnych przyblizen
catki, odpowiadajgcych kolejnym zageszczeniom podziatu. Czy caty ten
cigg — fakt, jakie wartosci przyjmujg kolejne wyrazy, nie zas tylko wartos¢
ostatnio obliczonego wyrazu — moze byc¢ uzyteczny przy numerycznym
obliczaniu catki? Niekiedy tak. Najprostszym sposobem jest zastosowanie
ekstrapolacji Richardsona, ktérg oméwimy na przyktadzie wzoru trapezow.
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Przypuscmy, ze przyblizong wartosc¢ cafki (1) obliczamy dla dwu podziatéw
przedziatu [a, b]: na n i na 2n podprzedziatéw, odpowiednio otrzymujac

. (b— a)3 17
L (b—a) 17

gdzie I, o, s3 liczbowymi wynikami zastosowania ztozonego wzoru tra-
pezow odpowiedniego rzedu (poréwnaj (11)). Jezeli zatozymy, ze obie
wartosci pochodnej wystepujace w (15) sg rowne i wyeliminujemy je z tych
wyrazen, otrzymamy

415, — I
I~ 2”3 . (16)

Copyright (©) 2003,2010-23 P. F. Géra 14-24



Dobro¢ tego przyblizenia zalezy oczywiscie od tego, czy obie wartosci
drugiej pochodnej rbéznig sie wystarczajgco mato. Przypusmy, ze drogg
zwiekszania liczby podprzedziatow otrzymujemy monotoniczny cigg przy-
blizen catki: rosngcy, odpowiadajgcy kolejnym przyblizeniom niedomia-
rowym, dgzgcym do wartosci catki, lub malejgcy, odpowiadajgcy przyblize-
niom nadmiarowym. Monotoniczno$¢ ciggu przyblizen oznacza, ze funkcja
podcatkowa nie zmienia swojej wypuktoéci w przedziale catkowania, a za-
tem ze jej krzywizna by¢ moze nie ulega znacznym zmianom, wobec czego
zatozenie o statosci drugiej pochodnej w przedziale catkowania by¢ moze
nie jest drastycznie ztamane. JeSli cigg otrzymanych przyblizen nie jest
monotoniczny, stosowanie ekstrapolacji Richardsona jest watpliwe.
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Przyktad ekstrapolacji Richardsona

Chcemy numerycznie obliczy¢ wartos¢ catki

2
d
1= [ (17)

X
1
Jej Scista wartos¢ wynosi I = In2 ~ 0.69314718. Funkcjg podcatkowg
jest f(z) = 1.

A. Zastosowanie metody trapezow daje

I =2(7(1) + f(2)) = 0.75. (182)
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B. Zageszczam podziat — wprowadzam punkt posredni x = 1.5. Zasto-
sowanie ztozonego wzoru trapezéw (13) daje

1 /1 1 1 17
= <§f(1) +F(15) + 5f(z)) 1.~ 070833333, (18

C. Zageszczam podziat — wprowadzam punkty posrednie x = 1.25,x =
1.75. Zastosowanie ztozonego wzoru trapezow (13) daje

=, (1 (1) + f(1.5) + 3f<2>) + (f(1.25) + f(1.75))
1 17 4" 4
=+ (5 n ;) ~ 0.69702381 . (18¢)

11, I», I4 tworzg monotoniczny cigg przyblizeh numerycznych poszukiwa-
nej catki (1/)). Zastosowanie ekstrapolacji Richardsona (16) do 14, I> daje

4.0.697023381 — 0.70833333
I ~ ~ 0.69325397 . (19)

3
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Metoda Romberga

Jezeli obliczamy catke za pomocg ciggu ztozonych wzoréw trapezdéw, mo-
zemy wyjSC poza ekstrapolacje Richardsona, uzyskujgc szczegdlnie efek-
tywne przyblizenie catki. Jego podstawg jest (nieoczywisty) fakt, iz btad
metody trapezdéw zawiera wytgcznie parzyste potegi Srednicy podziatu:

b
1 1 o0 .
I=!f(x)dw=h(§fo+f1+f2+---+fN_1+§fN)+;ajh2”-

" (o)
Dowdd tego faktu mozna znalez¢ w podreczniku Ralstona. Nie wdajac
sig W szczegoOty wyprowadzenia, oznaczmy przez Ag . przyblizenie catki
uzyskane ztozonym wzorem trapezéw z 2% podprzedziatami.
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Spodziewamy sigll], ze

im Ag, =1. (21)
k— o0 ’
Definiujemy teraz*
A =1 (47%4 A ) (22)
n,k — an _ 1 n—1,k+1 n—1k) -

fJezeli catka (20) istnieje, to zachodzi (21)), natomiast z samego faktu, iz cigg Ag . jest
zbiezny, nie mozna wnioskowag, iz catka istnieje.

'Dziekuje panu Mateuszowi Rusowi za zwrdcenie uwagi na btad w tym wzorze!
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Schemat obliczania elementow A,, ;. najtatwiej zilustrowac za pomoca ta-
beli:

Aop0 N
Ap.1 z A1 0 N
Ao — A11 — Aog
N\ N\ N (23)
Ap3 z A1 2 Z Ao 1 : A3z N
Apas — A13 — Apo — Az — Aap
N N N oY LY

Strzatki wskazujg, kiore juz policzone elementy sg potrzebne do obliczenia
kolejnego. W praktycznych zastosowaniach nie trzeba zapamietywac catej
tablicy (23), a tylko jej ostatnio obliczony wiersz (a nawet mniegj).
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k atwo pokazac, ze

[ Aoo
A1o

Ako

co0 O 0 ... O
c11 €10 0 ... 0O
| Ckk Ckk—1 Ckk—2 --- CkO

[ Aoo
Aop1

Aok

,  (24)

przy czym — co juz nieco trudniej pokazac (patrz Ralston) — wtasnosci

macierzy wspotczynnikow w
chodzi, to zachodzi takze

24) sg takie, ze, po pierwsze,jesli
lim Ak 0 — I
k— 00 ’

21) za-

(25)

oraz, po drugie, zbieznosc ciagu Ay, o jest szybsza niz ciagu Ag j. Porow-
Mowigc niezbyt precyzyjnie, kolejne liczby
A, . sa efektem ,ekstrapolacji z ekstrapolacji” i dzigki temu zbieznosc
moze by¢ szybsza.

najmy wyrazenie

22

y4

106).
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Praktyczny schemat stosowania ekstrapolacji Richardsona wyglada tak:
Przypuscmy, iz wypetniliSmy juz wiersz tabeli (23) zaczynajgcy sie od ele-
mentu Agg, odpowiadajgcemu ztozonej metodzie trapezow z 2k podprze-
dziatami. Naszym aktualnym przyblizeniem catki jest element A.g. Teraz

e Obliczamy Ag ;41 poprzez zastosowanie ziozonej metody trapezow
z 2k+1 podprzedziatami;

e Zapetniamy caty wiersz korzystajgc ze wzoru (22).

Procedure konczymy, gdy elementy Ay i A1 o réznig sig o mniej niz
zadana toleracja (lub gdy przekroczymy pewng graniczng ilos¢ iteracji; to
ostatnie sygnalizuje, ze metoda nie jest zbiezna). W ten sposob mozna
uzyskac taka doktadnosc¢ catki, jakg wprost ze ztozonego wzoru trapezow
uzyskalibySmy dopiero przy znacznie gestszym podziale.
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Przyktad: Nalezy znalez¢ wartoS¢ catki

3/2 ;
X
I = 26

1/1—|—2x2—%sin(9:1:) (26)

z doktadnosécia do 10~8. Stosujemy metode Romberga; obliczenia przery-
wamy, gdy dwa kolejne wyrazy diagonalne stang sie sobie rowne (z zadang
doktadnoscig). Wyniki obliczen mozna przedstawi¢ w postaci nhastepujgcej
tabeli, odpowiadajgcej ogolnej tabeli (23):
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0.13347528
0.12398581 0.12082265
0.12173305 0.12098214 0.12099277
0.12118491 0.12100220 0.12100353 0.12100370
0.12104904 0.12100375 0.12100385 0.12100386 0.12100386
0.12101515 0.12100385 0.12100386 0.12100386 0.12100386 0.12100386
0.12100668 ...
0.12100456
0.12100403
0.12100390
O 0.12100387
1 0.12100386
2 0.12100386

TS
L O
RPRPRPRPOO~NOOODPWNRFHO

Pierwsza kolumna macierzy (23) odpowiada kolejnym zastosowaniom me-
tody trapezow dla zageszczajgcych sie podziatdow. Jak widzimy, do osig-
gniecia zadanej doktadno$ci potrzeba tylko 2° + 1 = 33 obliczen funkc;ji
przy zastosowaniu metody Rombergaiaz 212 4+ 1 = 4097 obliczen funk-
cji przy zastosowaniu ztozonego wzoru trapezow. Dla catek innych niz (26
relacje te moga by¢ inne: metoda Romberga moze dawac nieco wolniej-
sz3a, lub przeciwnie, jeszcze szybsza zbieznosc.
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Przyktad

Stosujac metode Romberga do przyktadu ze strony 26| otrzymujemy

k=0 I; =0.75
k=1 I,=0.70833333 0.69444444 (27)
k=2 I, =0.69702381 0.69325397 0.69317461

Mimo, ze wykonalismy zaledwie pie¢ obliczen funkcji podcatkowej, kon-
cowe przyblizenie uzyskane w metodzie Romberga rézni sie od wartoSci

doktadnej catki

17

0 mniej niz 3-107>.
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Catkowanie po przedziatach nieskonczonych

Przy obliczaniu catek typu
©.@)
| 1(@)da (28)
0

nalezy szczegdlnie uwazac¢, aby numerycznie nie “obliczy¢” catki, ktora
jest rozbiezna. PodkresSlamy, ze kwadratury stuzg do znajdywania przybli-
zonych wartosci catek, o ktorych wiemy, ze istnieja.

Zauwazmy, ze funkcja podcatkowa w (28) musi w nieskohczonosci zmie-
rzaC dostatecznie szybko do zera aby catka istniata. Mozemy skorzystac
z tego faktu w potgczeniu z addytywnoscig catki:

7Of(iv) dz = /Af(iv) dx + 70f(a?) dx (29)
0 0 A
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gdzie A jest dostatecznie duzg statg dodatnig. Statg te dobieramy tak,
aby dla z > A funkcja podcatkowa spetniata |f(z)| < B - g(z), gdzie
g(x) dostatecznie szybko zmierza do zera, a jej catke tatwo jest obliczy¢
analitycznie. Do numerycznego obliczenia pozostaje catka f54 f(x) dx,
a wiec catka po przedziale skonczonym.

Podkreslamy, ze catke “po ogonie”, czyli drugg catke po prawej stronie (29
nalezy szacowac analitycznie.

Podobnie postepujemy z catkami typu f?oo, 25

Innym sposobem jest szacowanie catek “po ogonach” przy pomocy kwa-
dratur Gaussa, nieomawianych na tym wyktadzie.
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Przykiad

Nalezy obliczy¢ catke

1
/OO sin TV e Ydr (30)
0 14+ z2

z doktadno$cig do 10~ 7. Zauwazmy, ze funkcja podcatkowa jest niewiek-
sza od e~ " oraz ze

©.@)
/e_x dr = e 1" ~0.414.10°7
17
wobec czego wystarczy obliczy¢ catke z funkcji jak we wzorze (30) po prze-
dziale skonczonym [0, 17] z doktadno$cia nie mniejsza niz 0.586 - 10~ ".
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Kwadratury adaptacyjne

Szczegblng trudnosé sprawiajg catki z funkcji wykazujgcych zlokalizowane,
ale szybkie oscylacje. Stoimy przed dylematem: Albo catkujemy z du-
zym krokiem, ryzykujgc popetnienie znacznego btedu w obszarze oscy-
lacji, albo tez catkujemy z matym krokiem, dobranym do oscylacji, takze
w obszarze, w ktérym funkcja podcatkowa zmienia sie powoli. Wowczas
nie popetniamy duzego btedu numerycznego, ale ponosimy niepotrzebnie
duzy koszt numeryczny, gdyz w obszarach wolnej zmiennosci moglibysmy
catkowac z wiekszym krokiem.

Rozwigzaniem sg kwadratury adaptacyjne, czyli algorytm, ktéry lokalnie
sam dobiera krok catkowania, dostosowujgc go do charakteru zmiennosci
funkcji. W tym celu algorytm musi mie¢ dwa niezalezne oszacowania catki
po danym podprzedziale — ich rdéznica jest miarg popetnianego btedu.
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Chcemy zatem znalez¢ przyblizenie

N

b
/f(a:) dr ~ I = Z I[Cﬁj—laxj] (31)

1=1
gdzie pod znakiem sumy stojg numeryczne przyblizenia catki w przedzia-
tach [z;_1,x;]. Dodatkowo chcemy kontrolowac globalny btad obliczenia
catki. Jezeli maksymalny dopuszczalny btad wynosi =, musimy zadbac
o to, aby w kazdym podprzedziale

CEJ — CBj_]_
’8[%—17%’]‘ < b 7 (32)

— Qa

gdzie 8[%,_ ;] 0Znacza btad catkowania numerycznego po danym prze-
dziale.  Dzieki temu catkowity btad |£| = )Zﬁ\f:l 5[:cj_1,a:j]‘ <
O ’5[xj_1,xj]‘ < (Zév:l(w‘j — wj—1)> T/(b—a) =T.
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Strategia postepowania

Przypusémy, ze zajmujemy sie oszacowaniem cafki f(f f(x) dz, gdzie a <
a < B < b. Mamy aktualne przyblizenie catki po tym przedziale Ij,, g,

mamy tez I, aktualng zakumulowang sume przyczynkéw do catki po prze-
dziatach, ktére spetnity juz kryterium (32). Teraz

1. Obliczamy catki I[a,(a—l—ﬁ)/Q] ~ IOEOH_B)/Q f(QZ) dz, I[(a+5)/2,5] ~ f(i‘FB)/Q f(CC) dz.

2. Majac dwa oszacowania ff f(x) dx, a mianowicie I, g 0raz I}, (a+s) /21 [(a+8)/2,5]
(catka jest addytywnal!), szacujemy btad &, g-

3. Jezeli btad nie spetnia oszacowania (32), dajemy na stos granice prawego podprze-
dziatu [(a+ 8)/2, 8] i aktualne oszacowanie catki po tym podprzedziale I, 4)/2 g
(zebysmy go nie musieli powtérnie obliczac), a nastepnie
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4. Jezeli btad spetnia oszacowanie (32), dodajemy obliczong warto$¢ catki po pod-
przedziale [a, 8] do I, po czym Sciggamy ze stosu najwyzej lezacy przedziat i po-
wtarzamy dla niego catg procedure.

Przepetnienie sie stosu (lub osiggniecie jego z gory zatozonej maksymal-
nej wysokoséci) jest znakiem zatamania sie algorytmu. Oznacza to, ze albo
catka jest rozbiezna, albo zazadaliSmy nierealistycznie duzej doktadno-
sci. Jesli zachodzi ten drugi przypadek, nalezy zwiekszy¢ maksymalny
dopuszczalny btad, .

Szczegobty oszacowania btedu zalezg od kwadratury, za pomoca ktorej ob-
liczamy catki w poszczegowinych podprzedziatach. Zazwyczaj stosuje sie
kwadratury niskich rzedow, metode trapezéw lub Simpsona.
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Btad w kwadraturze adaptacyjnej — metoda trapezow

Dla metody trapezéw wiemy, ze

B
1
[ 1@ de =11, 5 = 58— )31"(O), (33)
gdzie ¢ € [a, 8]. Z drugiej strony
5 (a+p8)/2 5
[1@yde = [ f@det+ [ f@)de
- @ (a+B)/2

1

= Ta(at8)/2 — 75((@+8)/2=a)*f"(¢1)  (34)
1

+ L(ats)/2,0 — 7508 — (@ +8)/2)°f"(¢2)
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Korzystajgc z twierdzenia o wartosci Sredniej mozemy zapisac
(f"(¢1) + f7(¢2)) /2 = f"(C), a zatem zamiast (34) mamy

B
1 1 _
/f(w) = Tja,(a+8)/2) T [(a48)/2.80 — 7 758 — a)3f"(¢). (35)

33) i (35) stanowig dwa oszacowania tej samej wielkosci, [ f(z) dx. Za-
t6zmy teraz, ze druga pochodna catkowanej funkcji nie zmienia sie bardzo
w przedziale [, 8], czyli f7(¢) ~ f”(¢). Eliminujac drugie pochodne
z wyrazen (33), (35) otrzymujemy

8
/ f(z) dz — (I o (at-p)/2] T4 [(a+5)/2,5]) =

1
5 T cat)/21 + Ticot8) /2,8 — Lo l) (36)
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Po prawej stronie wzoru

36) mamy poszukiwane oszacowanie btedu, &, g,

ktérego nalezy uzy¢ w (32) (jezeli catki obliczamy metodg trapezéw!). Wo-

bec tego za przyblizenie catki, ktérego uzywamy w punkcie 4 algorytmu na
kwadratury adaptacyjne (str. 42), przyjmujemy

4
/ f@)de ~ I, (atp)/2] + Tats) /2.0

1
3 (Taat8)/2) + Ti(ats) /2.8~ ls)
4
3 (Ttaat8)/2] F Tiatp)/2,8) — 3llap1- (37)

1

wykorzystuje ekstrapolacje Richardsona.

Zauwazmy, ze wzor (37
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Przykiad

Obliczmy catke
5

I:O/sin (l—fm4> da (38)

za pomocg kwadratury adaptacyjnej opartej na metodzie trapezéw, z do-
ktadnoscig do 10~2. Otrzymujemy I ~ 0.74, przy czym dokonano 23
obliczen wartosci funkcji podcatkowej Ponizszy rysunek przedstawia pod-
przedziaty, na jakie algorytm adaptacyjny podzielit caty przedziat catkowa-
nia. Widzimy, ze podziat zageszcza sie w obszarze, w ktorym krzywizna
wykresu jest najwieksza.
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Obliczenie caiki

0.6

05

0.4

03

0.2 |

0.1 |

38

1.25 25 3.75 5

ta sama metoda, ale z dokladnos$cia do 10~3, wy-

maga 21547 obliczen funkcji podcatkowej, ale wysokos¢ stosu nigdy nie
przekracza 15. Otrzymujemy I ~ 0.74482956.
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Uwaga: Kwadratury adaptacyjne nie sg najlepszg metodg obliczanie catki

38

— metoda Romberga zastosowana do tej catki daje takg samg do-

ktadnos$¢ (i oczywiscie ten sam wynik!) po 8 krokach, a wiec po wyliczeniu
2941=513 wartosci funkcji podcatkowej. Kwadratury adaptacyjnej uzy-
lismy tylko dla zilustowania tej metody — w zastosowaniach praktycznych
kwadratur adaptacyjnych uzywa sie tylko do catkowania bardzo szybko
oscylujgcych funkcji.
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Catki wielowymiarowe

Czesto zachodzi koniecznos$c¢ obliczania catek oznaczonych z funkcji wielu
zmiennych, typu

b1 bo b,
/ dxq / dxo ... / daxn f(x1,22,...,2Tn) (39)
aq an an,

Jezeli wymiar catki n > 3, catki tego typu nalezy oblicza¢ metodami Monte
Carlo, ktore sg wéwczas najbardziej efektywne. Dla n = 2 metody Monte
Carlo nie sg konkurencyjne wobec podejscia tradycyjnego. Zastanawiamy
sie zatem nad sposobami obliczania catek typu

|] £@,y) dz dy (40)
D

gdzie D oznacza pewien dwuwymiarowy obszar catkowania (niekoniecz-
nie prostokat!). Zaktadamy przy tym, ze wiemy, ze catka (40) istnieje.
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Catkowanie po siatce prostokatnej

Jezeli mamy obliczy¢ catke po obszarze prostokgtnym
b d

1= do [ dyfey (41)
a C

mozemy skorzystac z twierdzenia o iterowaniu catek i sprobowac przeniesc

metody znane z przypadku jednowymiarowego:

b
I = /g(m) dx (42a)
gdzie
d
9(@) = [ (@) dy (420)
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Do obliczania catek (42a)), (42b) stosujemy znane kwadratury jednowymia-
rowe, przy czym przy obliczaniu catki (42b) wartosS¢ x jest znana i ustalona,
narzucona przez warto$¢ aktualnego wezta kwadratury w (42a). Widac,
ze jezeli znalezienie catki jednowymiarowej wymaga ~ IN obliczen funkgji
podcatkowej, znalezienie dwuwymiarowej catki (41) wymaga ~ N2 takich
obliczen.

Jezeli jest to wygodniejsze, mozemy catke po x traktowac jako catke we-
wnetrzng, catke po y jako zewnetrzng, czyli oblicza¢ catki w odwrotnej ko-
lejnosci, niz w (42).
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Kwadratura adaptacyjna w dwu wymiarach

Jezeli obszar catkowania D w (40) jest dowolnym wielokgtem (niekoniecz-
nie prostokgtem), narzucajgcym sie sposobem catkowania numerycznego
jest kwadratura adaptacyjna oparta o triangulacje obszaru catkowania.

Definicja: Triangulacjg wielokgta D nazywam jego skonczone pokrycie
trojkatami €2;, dla ktérego
1. Wielokat jest sumg mnogosciowa trojkatéw sktadowych, D = |J €2;.
1

2. Przeciecie mnogosciowe dowolnych dwu elementdw pokrycia,
Q; N8, 1 # 7,
(a) jest zbiorem pustym, albo
(b) sktada sie ze wspdlnego wierzchotka, albo
(c) sktada sie ze wspolnej krawedzi dwu trojkgtow.
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Przyktad prawidtowej triangulacji (lewy panel) i nieprawidtowe]
pseudo-triangulacji (prawy panel). Stykajgce sie tréjkaty muszg miec albo
wspolne wierzchotki, albo wspolne krawedzie (krawedz jednego jest
zarazem krawedzig drugiego).
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Wstepnej triangulacji mozemy dokonac “recznie” (nie jest to trudne na-
wet dla skomplikowanych wielokgtow), natomiast zageszczanie triangula-
cji mozna przeprowadzi¢ nastepujgco: wyznaczamy srodek ciezkosci troj-
kata, gdyz zawsze lezy on wewnatrz trojkata (jezeli trojkat ma wierzchofki
o wspotrzednych (x1,y1), (z2,y2), (x3,y3), Srodek ciezkosci ma wspot-
rzedne ((z1 + z2 + 23)/3, (y1 + y2 + y3)/3)), a nastepnie przepro-
wadzamy krawedzie od srodka ciezkosci do wierzchotkdéw trojkata. W ten
sposoOb trojkat zostaje podzielony na trzy trojkaty potomne. Jezeli wyj-
Sciowe pokrycie byto triangulacjg, takze pokrycie potomne jest triangula-
cja.

Odpowiednikiem triangulacji w wigkszej liczbie wymiarow bytoby pokrycie
sympleksami. Na przyktad sympleksami w R3 sg czworosciany.
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Zauwazmy, ze jesli mamy dane trzy wierzchotki trojkgta na ptaszczyz-
nie XY, (x1,v1), (z2,vy2), (z3,y3), to punkty w przestrzeni o odpo-
wiednich odcietych i wspbirzednej z-towej rownej, odpowiednio, f(x1,y1),
f(xo,y5), f(x3,y3), wyznaczajg ptaszczyzne. Jako przyblizenie catki po
tréjkacie 2 o podanych wierzchotkach mozemy wzig¢ objetos¢ graniasto-
stupa Scietego o podstawie tréjkatnej, wyznaczonego przez wierzchotki
trojkata-podstawy i wartosci funkcji w tych punktach. Jest to dwuwymia-
rowy odpowiednik metody trapezow.

Co wiecej, zageszczanie triangulacji w sposbéb opisany powyzej, wymaga
tylko jednego dodatkowego obliczenia wartosci funkgiji.
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Algorytm kwadratur adaptacyjnych na ptaszczyznie

Majgc trojkat €2 wyliczam przyblizenie catki zgodnie ze “wzorem gra-
niastostupow”, Iq.

Trojkat €2 dziele w opisany sposoOb na trzy trojkaty potomne €2; i wyli-
czam przyblizone calki po tych tréjkatach, I, = 1,2, 3.

Jako miare btedu przyjmuje

Eo=1Iq— (fle + I, + 193) : (43)
Jezeli zachodzi
S
Eal < 227, (44)
Sp

gdzie S oznacza powierzchnig aktualnego trojkata, Sp powierzchnie
catego obszaru catkowania, zas T jest globalng miarg dopuszczalnego
btedu, za przyblizenie catki uznaje I, + I, + Iq,- Sciagam kolejny
trojkat ze stosu i przystepuje do jego analizy w ten sam sposoéb.
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e Jezeli warunek (44) nie jest spetniony, odktadam dwa tréjkgty potomne
na stos i przystepuje do podziatdw pozostatego trojkgta potomnego.

e Procedure koncze gdy na stosie nie zostaty zadne tréjkaty, ani tez nie
zostaty zadne niezbadane trojkaty z pierwotnej triangulacji (sukces)
lub gdy przekrocze dopuszczalng wysokos$¢ stosu (porazka).

Opisang procedure mozna tez zastosowac do catkowania po obszarze nie-
wielokgtowym, wpisujgc wen wielokaty coraz lepiej przyblizajgce poszuki-
wany obszar. Wpisywanie wielokatow przerywam, gdy przyczynek do catki
od kolejnych poprawek staje sie zaniedbywalnie maty. Jeszcza raz podkre-
Slam, ze trzeba mie¢ dowod analityczny nato, ze catka istnieje. ZbieznoSci
procedury numerycznego catkowania nie wolno uzna¢ za “dowdd nume-
ryczny” istnienia catki.

Copyright (©) 2003,2010-23 P. F. Géra 14-58



