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Minimalizacja funkcji wielu — niekiedy bardzo wielu — zmiennych jest jed-
nym z podstawowych zastosowan metod numerycznych. Zarazem moze
to by¢ problem o wielkim koszcie numerycznym. Dlatego, w zaleznosci od
okolicznosci, stosuje sie dwie rézne strategie:

o Jesli jestesSmy , szybko podgzamy
w jego kierunku, nie starajac sie jednak znalez¢ doktadnego potozenia
minimum. Jest to strategia szczegolnie czesto stosowana w proble-
mach o duzej wymiarowosci.

e Jesli jestedmy blisko poszukiwanego minimum i zalezy nam na jego
doktadnym zlokalizowaniu, staramy sie o takg doktadng lokalizacje,
wiedzgc, ze moze ona by¢ kosztowna nawet w problemach kilkuwy-
miarowych.

W catym wyktadzie rozwazamy funkcje f : RN — R, odpowiednio wiele
razy rozniczkowalne.
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Podstawowg zasadg algorytmdéw minimalizacyjnych jest, ze idziemy
zawsze “w dot’, w strone malejgcych wartosci funkcji. To sprawia, ze
minimalizacja jest numerycznie prostsza od ogolnego problemu
rozwigzywania uktaddéw réwnan algebraicznych (formalnie,
matematycznie, znalezienie minimum oznacza rozwigzanie roéwnania
V f = 0), ale oznacza tez, ze przedstawione tu algorytmy znajdujg
jedynie minimum lokalne.
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Daleko od minimum: metoda najszybszego spadku

Daleko od minimum staramy sie wytgcznie o to, aby w kolejnych krokach
naszej procedury wartoéci funkcji malaty. Poniewaz gradient funkcji wielu
zmiennych pokazuje kierunek jej najszybszego wzrostu, kierunek prze-
ciwny pokazuje kierunek jej najszybszego spadku. A poniewaz zalezy
nam, aby funkcja malata tak szybko, jak to mozliwe, podgzamy w tym wta-
$nie kierunku. Otrzymujemy w ten sposob

(ang. steepest descent lub gradient descent):
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Niech aktualne potozenie wynosi x;., fr. = f(x%).
1.

Py = —V f(xg) (1a)
2. Y = Ystart
3.
X = Xf + 7Pk 1b
f=f(x) 1c

4. Jezeli f < fi
® Xpp1 =% fr41=17F
e k=k+1
e goto 1
5. Jezeli f > fi
e opcjonalnie: zmniejsz v, potem goto 3
e STOP
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Ta metoda jest nieprecyzyjna, nie dostarcza kryterium czy jestesmy blisko
minimum i w zamysle stuzy do szybkiego przemieszczenia sie w okolice
minimum. Czesto — zwtaszcza gdy cigg kolejnych wartosci f;, maleje co-
raz wolniej, co interpretujemy w ten sposéb, ze krajobraz sie “wyptaszcza”
— jest to jedyna metoda, jakiej sie w praktyce uzywa. Nalezy jednak pa-
mietaC, ze jej wyniki na 0g6t sg nieprecyzyjne i jezeli nam na lepszym,
bardziej doktadnym zlokalizowaniu minimum, powinnismy uzy¢ jakich$ in-
nych metod, przynajmniej w koncowej fazie minimalizacji, pod warunkiem,
ze nie bedzie to zbyt kosztowne ze wzgledu na wymiarowos¢ problemu.
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Z punktu widzenia Big Data...

W ciggu ostatnich kilkunastu lat rozmiary dostepnych zbioréw danych ro-
sng szybciej niz roénie predkos¢ procesordéw (nawet po uwzglednieniu pa-
ralelizacji i obliczen na GPU). Z tego punktu widzenia mozliwosci uczenia
maszynowego sg ograniczone raczej przez mozliwosci obliczeniowe niz
przez dostepne zbiory danych. Te klase problemdéw zwyczajowo okresla
sie jako Big Data.
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Uczenie maszynowe bardzo czesto oznacza konieczno$¢ minimalizowania
funkciji

QR(X) = Qi(X; z;, ;) (2)

|IM2

1
N,
gdzie

e X jest wielowymiarowg zmienng, po ktérej minimalizujemy — wekto-
rem estymatoréw, ktérych wartosci chcemy znalez¢. Tego typu pro-
blemy pojawiajg sie w zagadnieniu najmniejszych kwadratow.

o Vi: Q; = 0,

e (); majg takg samg postac funkcyjng, roznig sie tylko elementami x;, y;
(elementami zbioru uczgcego),

e N > 1 (N jest zazwyczaj BARDZO duze, rzedu kilkudziesieciu, nie-
kiedy kilkuset tysiecy).
Copyright (©) 2009-23 P. F. Gora 11-8




Problem mozna rozwigza¢ za pomocg metody najszybszego spadku,
ktorejs z bardziej precyzyjnych metod minimalizacji lub, jezeli mowa o li-
niowym zagadnieniu najmniejszych kwadratow, za pomocg przyblizonego
rozwigzywania nadokreslonych uktadéw rownan przy pomocy SVD. Jed-
nak dla bardzo duzych N, czyli dla bardzo duzych zbiorow uczgcych, inne
podejscie moze by¢ bardziej efektywne.

Punktem wyjscia jest metoda najszybszego spadku: W kazdym kroku po-
dazamy w kierunku minus gradientu funkcji Q(X), teoretycznie az do osig-
gniecia minimum kierunkowego, czyli minimum w kierunku aktualnego gra-
dientu..

Jak jednak pamietamy, daleko od minimum nie minimalizujemy, tylko po-
dgzamy z arbitralnie dobranym krokiem w kierunku ujemnego gradientu.
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Dlatego zamiast minimalizowac, w n-tym kroku iteracji przyjmujemy
Xpr1 = Xn—7v-VxQ(X)|x,

1 N

— Y Vx Qi(X; z,ui)x,, - (3)

N =

~ = const i jest nazywane predkoscig uczenia (ang. learning rate).

= X, —~-
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Uwaga: Przyjecie statego kroku nie jest az tak naiwne, jak by sie to mogto
wydawac. Jesli rozpatrzymy uktad rownan rézniczkowych typu

dy
T =1(y) 4)

to najprostszg (zdecydowanie nie najlepsza, ale najprostszg i najszybsza)
metodg jego numerycznego rozwigzywania jest metoda Eulera

Ynt+1 =Yn + h-f(yn), (5)

gdzie h jest statym krokiem narastania zmiennej niezaleznej x. Metoda
najszybszego spadku ze statym krokiem ~ ma takg sama postac, co
metoda Eulera, po utozsamieniu f = —V Q.

Copyright © 2009-23 P. F. Géra 11-11



Stochastic Gradient Descent

Jesdliw (3) N > 1, czas obliczania sumy gradientéw czgstkowych Zf;V VQ;
moze by¢ bardzo znaczny. Zarazem wyrazenie %Zf\f VQ; ma postac
Sredniego gradientu czgstkowego. Jesli zatozymy, ze poszczegdlne ele-
menty tej sumy nie odbiegajg zbytnio od Sredniej, mozemy Sredni, kosz-
towny w wyliczaniu gradient, zastgpi¢ losowo wybranym gradientem czgst-
kowym. Otrzymujemy zatem algorytm Stochastic Gradient Descent:

e wybierz losowo k € {1,2,..., N}
e przyjmij

Xpt1 = Xn — 7 VxQp(X; zp, y)Ix, (6)

Ten wariant nazwiemy Stochastic Gradient Descent z ograni-

czeniem.
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lteracje konczymy albo po wykonaniu z géry okre$lonej liczby krokdw, albo
— czesciej — gdy r6znica )Q(Xn) — Q(Xn_H)( < €, gdzie ¢ jest ustalong
tolerancja.

Warto$C predkosci uczenia ~ oraz tolerancje ¢ dobieramy “eksperymen-
talnie”, to znaczy kierujac sie znajomoscig natury problemu i doSwiadcze-
niem uzyskanym przy rozwigzywaniu podobnych problemow.

Okazuje sie, ze metoda Stochastic Gradient Descent dziata zdumiewa-
jaco dobrze dla bardzo duzych zbiorow uczgcych. Co ciekawe, przyjecie
warunku, iz na ogot
pogarsza wyniki: Od czasu do czasu mozna/trzeba wykonaé krok “w zig
strone”.
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Przykiad
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Wygenerowano N = 1024 punktéw y;, = az? 4 bx; + ¢ + &, gdzie {£}Y; sq licz-
bami o rozktadzie normalnym, natomiast x; € [0, 2]. Rysunek przedstawia kolejne war-
tosci funkcji Q(a, b, ¢) uzyskane w metodzie najszybszego spadku (czerwony), w meto-
dzie Stochastic Gradient Descent (niebieski) oraz Stochastic Gradient Descent z ogra-
niczeniami . v = 1/128. W przypadku Stochastic Gradient Descent warto$¢
minimalizowanej funkcji niekiedy rosnie, ale po dostatecznie duzej liczbie iteracji wyniki
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tej metody sg nieco lepsze, niz dla metody z ograniczeniem. Co wazniejsze, wyniki sg
porownywalne z wynikami uzyskanymi w obliczeniowo drozszej metodzie najszybszego

spadku.

data
gradient descent
stochastic gradient descent

stochastlc gradient with I|m|tat|ons descent

"true' parameters

1

1.5

Dopasowane krzywe sg niemalze nieodroznialne w obszarze odpowiadajgcym danym

wejsciowym (zawartoSci zbioru uczacego).
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Zastosowanie metody Newtona

Formalnie znalezienie minimum funkcji wielu zmiennych jest rbwnowazne
Z rozwigzaniem réwnania

Vi=0 (7)

Mozna sprobowac rozwigzywac to réwnanie za pomocg wielowymiarowej
metody Newtona. W kroku Newtonowskim pojawitaby sie macierz pochod-
nych czgstkowych wektora V f; jest to oczywiscie hessjan, czyli macierz
drugich pochodnych czgstkowych funkcji f:

02 f

H, = . t,5=1,...,N 8
i] 8332'8513]' L J (8)

Ostatecznie metoda Newtona miataby postac
Xpt1 = X — H N (xp) VI, (9)

Tak hessjan, jak i gradient nalezy wylicza¢ w biezgcym punkcie x..
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Problemy z metoda Newtona

Metoda Newtona w postaci (9) nastrecza kilka problemdéw:

e Dla N > 1 zastosowanie metody Newtona jest monstrualnie kosz-
towne

e Nawet dla N rzedu kilku-kilkunastu, wielokrotne wyliczanie pochod-
nych czastkowych, a nastepnie rozwigzywanie uktadu réwnan Hz =
V f, moze by¢ drogie i ucigzliwe

e Jezeli minimalizowana funkcja nie jest formg kwadratowg (a na ogoét
nie jest!), krok Newtonowski moze by¢ zbyt dtugi; metoda moze wtedy
“orzestrzeliC” nad poszukiwanym minimum

e Warunkiem koniecznym na to, aby iteracja (9) prowadzita do zmniej-
szania sie wartosci funkciji, jest symetria i dodatnia okreslonosc wszyst-
kich napotykanych po drodze hessjanow. Istotnie, aby po wykonaniu
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kroku Newtonowskiego minimalizowana funkcja malata, musi zacho-
dzic¢

(Xpt1 — xK)" VSly, <O (10a)
— iloczyn skalarny gradientu funkcji i przesuniecia, czyli rzut przesu-
niecia na gradient, jest ujemny, co oznacza, ze przesunigcie zostato
wykonane w kierunku malejgcych wartosci funkcji. Po formalnym roz-
wigzaniu (9) ze wzgledu na Vf|xk i wstawieniu wyniku do powyzszego
rownania, daje to

— (Xpp1 — Xp) T H(xpp 1 — %5) <O (10b)
co jest spetnione, jezeli H jest dodatnio okreslone.
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Dodatnia okreslonosé¢ hessjanu

Mozemy bezpiecznie zatozy¢, ze jesli minimalizowana funkcja jest dosta-
tecznie gtadka, hessjan jest w kazdym punkcie symetryczny. Niestety, nie
mozna tego zatozy¢ odnosnie do dodatniej okreslonosci.

W minimum hessjan jest dodatnio okreslony. Na podstawie ciggtosci dru-
gich pochodnych wnioskujemy, ze musi istnie¢ pewne otoczenie minimum,
w ktérym hessjan jest dodatnio okreslony. Jednak daleko od minimum hes-
sjan dodatnio okreslony byé nie musi. Mozemy traktowac¢ dodatnig okre-
Slonos¢ hessjanu jako matematyczny warunek tego, ze jesteSmy blisko
minimum.
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Metoda Levenberga-Marquardta

Daleko od minimum stosowanie metody najszybszego spadku ma sens.
Jak jednak zobaczymy, metoda ta nie nalepiej nadaje sie do precyzyj-
nego okreslenia potozenia minimum. Chcielibydmy skonstruowac kryte-
rium pozwalajgce stwierdzi¢, czy jestedmy juz na tyle blisko minimum, ze
warto/mozna przetgczyC sie na metody bardziej precyzyjne, jesli zachodzi
taka potrzeba.

Metodg takg jest metoda Levenberga-Marquardta. Zaleca sie jest soso-
wanie, gdy

e wymiarowosc¢ problemu nie jest bardzo duza, N ~ 100 co najwyze;

e obliczanie drugich pochodnych jest mozliwe i nie jest zbyt ucigzliwe

e gdy koszt obliczania drugich pochodnych nie jest wielki ze wzgledu
na strukture problemu (jak w Big Data, gdzie wymiarowo$¢ problemu
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— liczba dopasowywanych parametrow — moze by¢ niewielka, ale
minimalizowana funkcja jest sumg BARDZO wielu sktadnikow).

Metoda Levenberga-Marquardta wywodzi sie z metody Newtona. Daleko
od minimum hessjan nie musi by¢ nawet dodatnio okreslony, co powoduje,
iz krok newtonowski wcale nie musi prowadzi¢ do spadku wartosci funkgciji
(por. (10b)). My jednak chcemy aby wartos¢ funkcji w kolejnych krokach
spadata. Zmodyfikujmy wiec hessjan:

__ 02 f

H; = (1+>\)8—xi2’ (11a)

__ 02 f

H.. = ' ' 11b
ij 8331'(9:133" P 7 ( )

przy czym A > 0.
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Zauwazmy, ze zachodzi jedna z dwu mozliwych sytuacji: (i) jesli znajdu-
jemy sie w basenie atrakcji minimum, wéwczas dla odpowiednio duzego
A macierz (11) stanie sie dodatnio okreslona lub tez (ii) jesli dla zadnego
dodatniego A\ macierz (11)) nie staje sie dodatnio okreslona, oznacza to,
ze znajdujemy sie na monotonicznej gatezi funkcji, poza basenem atrakgji
minimum.

Rozpoczynamy z jakimé niewielkim X, na przyktad A = \g = 2710 =
1/1024. Przypusémy, iz aktualnym przyblizeniem minimum jest punkt x,..
Dostajemy zatem. ..

verte
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Algorytm Levenberga-Marquardta
1. Oblicz Vf|Xk.
2. Oblicz H(x}).
3. Oblicz

Xtest = X — HH(x) Vfly, - (12)
4. Jezeli f(xtest) > f(xi), to
(a) A — 8\ (mozna tez powiekszac o inny znaczny czynnik).
(b) Idz do punktu 2|
5. Jezeli f(Xtest) < f(x1), to
(@) A — A\/8 (mozna tez zmniejszac o inny znaczny czynnik).

(b) Xg41 = Xtest-
(c) 1dz do punktu [1].
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Komentarz

Daleko od minimum nie minimalizujemy (nie poszukujemy minimow Kie-
runkowych), a jedynie podazamy w kierunku malejacych wartosci funkcii.

Dodatkowo, jesli A > Amax > 1, uznajemy, iz znajdujemy sie poza base-
nem atrakcji minimum i algorytm zawodzi. Jesli natomiast A < Apin < 1,
macierz H jest w praktyce réwna hessjanowi, ktéry jest dodatnio okreslony,
0 czym z kolei Swiadczy fakt, ze uzyskujemy malejgce wartosci funkciji f.
Modyfikacja (11) przestaje by¢ potrzebna, mozemy za to przerzucic¢ sie na
metody wiasciwe dla bliskich okolic minimum.

Ponadto w celu przyspieszenia obliczen, jezeli f(xiest) < f(X1), mozemy

chwilowo zrezygnowac ze zmniejszania A i modyfikowania Hi przepro-
wadzi¢ kilka krokdw z tg samg macierzg, a wiec korzystajgc z tej samej
faktoryzacii.
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Zauwazmy, iz przypadek A > 1 oznacza, iz jesteSmy daleko od minimum.
Z drugiej strony jesli A > 1, macierz H staje sie w praktyce diagonalna,
a zatem

Caeatamal (B2 (BN (20
Mest = X — (1 4+ A)7diag { <8x%> (8:1:%) o <8:c]2\, Vil
(

~ x; —const- Vfl, 13)

o ile drugie pochodne czgstkowe w poszczegdlnych kierunkach nie roz-
nig sie znacznie od siebie. Widag, iz daleko od minimum, gdzie warunek
zachowujacy raz osiggniete minima kierunkowe nie zachodzi, algorytm
Levenberga-Marquardta zachowuje sie prawie jak metoda najszybszego

spadku.
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