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Podstawowe Twierdzenie Algebry

Rozwigzywanie réwnan wielomianowych

Pun(2) =anz"4a, 12" '+ - +ajz4ag=0 (1)

jest jednym z nielicznych przypadkdéw, w kiérych chcemy poznaC wszyst-
kie pierwiastki rownania nieliniowego. Dzieje sie tak z dwu powodow: Po
pierwsze, rownania wielomianowe majg duze znaczenie praktyczne. Po
drugie, mamy potezne narzedzie teoretyczne:

Twierdzenie 1. Podstawowe Twierdzenie Algebry: Wielomian stopnia
n ma na ptaszczyznie zespolonej doktadnie n pierwiastkow, przy czym
pierwiastki wielokrotne liczy sie z ich krotnosciami.
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Podstawowe twierdzenie algebry nie jest konstruktywne — nie daje spo-
sobu poszukiwania pierwiastkbw — ale zapewnia przynajmniej to, ze wie-
my, czego szukac. Jest to czesty przyktad sytuacji, w ktérej silny, choé
niekonstruktywny wynik teoretyczny, znacznie utatwia stosowanie metod
numerycznych.

Poniewaz Podstawowe Twierdzenie Algebry nie wyrdznia w zaden sposob
pierwiastkOow rzeczywistych, w tym wyktadzie bedziemy, w zasadzie, trak-
towaC wszystkie pierwiastki (i wielomiany) jak zespolone.
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Obliczanie wartosci wielomianu

Obliczanie wartosci wielomianu za pomocg wielokrotnego wywotywania
funkcji bibliotecznej obliczajgcej potege jest bardzo kosztowne, zwtaszcza
w przypadku argumentu zespolonego! Znacznie bardziej efektywne jest
wyliczanie kolejnych poteg za pomocg mnozenia i obliczanie wielomianu
poczgwszy od wyrazu wolnego:

0: P=apg,y=1,k=0

1" k=k+4+1

2. y==z-y

3: P=P+a;- vy

4: Jezelik < n GOTO 1, jezeli k = n, KONIEC.
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Algorytm Hornera

Powyzszy algorytm mozna jeszcze uproscic. W tym celu zauwazmy, ze
Pn(z) = anz™ + an_lzn_l + ...+ a2z2 + a1z 4+ ag =
(anzn_l + 01%_12”’_2 + -4 arz+ al) z4+ap =
((anzn_Q -+ an_lzn_3 + .-+ ag) z + al) z4ag ==

(...((anz+apn_1)z+ay_2)z+---+a1)z+ag. (2)
Algorytm Hornera ma o potowe mniej mnozen, niz poprzedni algorytm:
0: P=an, k=n
1. k=k—-1
2: P=P: z+4 a

3: Jezeli k > 0 GOTO 1, jezeli k = 0 KONIEC.
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Wplyw zaburzen wspotczynnikéw

W obliczeniach praktycznych wspoétczynniki wielomianow, ktorych pierwias-
tkdbw poszukujemy, rzadko znamy w sposob doktadny. Najczesciej sg one
wynikiem jakich$ poprzednich obliczen, sg zatem obarczone pewnymi bte-
dami. Jaki jest wptyw bteddw wspdtczynnikéd4w na wartosci znalezionych
numerycznie miejsc zerowych?

Niech doktadny wielomian ma posta¢ jak w | niech zp bedzie jego do-
kladnym pierwiastkiem. Przypusémy dalej, ze doktadne wartoSci wspot-
czynnikdw a; nie sg znane — zamiast tego znamy wartosci przyblizone
ajp = ay, + 9p, przy czym Vk: |§;| < 1. Poszukujemy pierwiastkow wie-
lomianu zaburzonego:

Bo(z) =anz"+a, 12" 14+ ---4ad1z2+a;=0 (3)
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Spodziewamy sie, ze miejsce zerowie wielomianu (3) jest zaburzonym
miejscem zerowym wielomianu (1): Pn.(Zg) = 0 — Zg = zg + ¢,
le| < 1. Mamy

0 = Pu(z0) = anz) + an_lzg_l 4.4 ai1zg+ag
(@n —n)(Zo — )" + (@1 —0n-1)Fo— )" 1 +...
+(a1 — 61)(Z0 —€) + (ap — do) - (4)

Zauwazmy, ze

k
(Fo- ) = > (T)A (-1l ~ 5 — k3 e, )
[=0

gdyz wyzsze potegi e mozemy zaniedbaé. Zaniedbujemy tez iloczyny é..c.
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Zatem

an—12, 1—(n—1)an 1~n_ e+ 0n—125 Ly

n n n
=S @z | Y kaz e+ Y 635 (6)
Pa(30)=0 P (%)

Ostatecznie otrzymujemy nastepujgce oszacowanie wptywu zaburzehn wspoét-
czynnikOw na zaburzenie miejsca zerowego wielomianu:
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Przykiad Wilkinsona

Wilkinson podat nastepujacy przyktad: Rozpatrujemy wielomian

Wz)=>0GE+1)(E+2) - (2+20). (8)

Jego miejscami zerowymi sg liczby catkowite ujemne —1,—2,...,—20.
Zatbzmy, ze w wielomianie (8) zaburzamy tylko jeden wspoétczynnik: §19 =
2723 ~ 1077, ép£19 = 0 Jak zmieni sig potozenie miejsca zerowego
20 = —20? W/(—20) = —19! Oszacowanie (7) daje
—7 19
e| ~ 1077 -20 ~ 4.4, (9)
19!

Zaburzenie miejsca zerowego jest siedem rzedow wielkosci wieksze od
zaburzenia pojedynczego wspoétczynnika! (W rzeczywistoSci miejsca ze-
rowe tak zaburzonego wielomianu stajg sie nawet zespolone.) Zagadnie-
nie znajdywania miejsc zerowych wielomiandéw moze by¢ zle uwarunko-
wane!
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Zaburzenia wielokrotnych miejsc zerowych

Oszacowanie zatamuje sie dla miejsc zerowych o krotnoéci wiekszej

od jeden (w takich miejscach zerowych znika takze pochodna wielomianu).

Oznacza to, ze z wielokrotnym miejscem zerowym moze stac sie cos strasz-
nego po niewielkim zaburzeniu wspotczynnikow wielomianu — istotnie,

w takiej sytuacji wielokrotne miejsce zerowe na ogot rozszczepia sie na

miejsca jednokrotne, lezgce w pewnym niewielkim dysku na ptaszczyznie

zespolonej. Rozpatrzmy nastepujacy przyktad: Rozwazmy wielomian

39205740x° — 147747493x° + 173235338z% + 28690803
— 158495872x° 4+ 118949888z — 28016640 (10a)

3
= 17°.19.-20-21 (H@) (a:—1—6> (x—§> (33—1—9>.(10b)
21 17 19 20
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Znalezienie miejsc zerowych wielomianu w postaci (10b) jest trywialne.
Numeryczne znalezienie miejsc zerowych tego samego wielomianu da-
nego w postaci (10a) moze by¢ bardzo trudne. Co wiecej, jezeli wielomian
10) zaburzymy zwiekszajgc lub zmniejszajgc wyraz wolny o 1 — jest to
mata zmiana, gdyz 1/28016640 < 10~3 — miejsca zerowe, i to nie tylko
potrojne miejsce zerowe, przeniosg sie z osi rzeczywistej na ptaszczyzne
zespolona.

W praktyce numerycznej jesli otrzymamy grupe lezgcych blisko “nume-
rycznych miejsc zerowych”, czasami trudno jest rozstrzygnaé, czy sg one
naprawde rozne, czy tez na skutek skonczonej doktadnosci, z jakg znamy
wspotczynniki, reprezentujg one “rozszczepione” miejsce wielokrotne.
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0.04 T T T T T

i miejsca zerowe Q(X) +
miejsca zerowe QX)-1 * |
0.03 .
*
0.02 - .
X
0.01 - i
O e +/++ rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr Koo -
-0.01 .
X
-0.02 i
*
-0.03 1 1 1 1 1 1

0.91 0.92 0.93 0.94 0.95 0.96 0.97 0.98

Doktadne miejsca zerowe wielomianu oraz znalezione numerycznie miejsca zerowe
wielomianéw Q(x) + 1. Strzatka wskazuje trzykrotne miejsce zerowe wielomianu Q(x).
Rysunek pokazuje tylko miejsca zerowe o dodatnich czesciach rzeczywistych — miejsce
zerowe lezgce w —20/21 nie zmienia sie zauwazalnie przy takich zaburzeniach
wielomianu.
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Co robic?!

Potrzebujemy dwu rzeczy:

1. Metody numerycznego poszukiwania miejsc zerowych dedykowane;
do poszukiwania miejsc zerowych wielomiandéw. Metodg takg jest me-
toda Laguerre’a.

2. Wtasciwej strategii postepowania. Polega ona na obnizaniu stopnia
(deflacji) wielomianu po kazdorazowym znalezieniu jego miejsca ze-
rowego porzez dzieleniu wielomianu przez (z — zg), gdzie zg jest zna-
lezionym miejscem zerowym i wygtadzaniu znalezionych miejsc zero-
wych przy pomocy pierwotnego, niewydzielonego wielomianu.
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Metoda Laguerre’a

Niech P, (z) bedzie wielomianem stopnia n. Metoda Laguerre’a zadana
jest nastepujacy iteracja:

n Pn(z;)

Ph(z) % /(0 = 1) ((n = 1) [PAGD]? = n Pulz) PAGD)

(11)
gdzie znak w mianowniku wybieramy tak, aby modut mianownika byt wigk-
szy. Jezeli wszystkie miejsca zerowe P, sg pojedyncze i rzeczywiste,
mozna pokazac, ze metoda (11) jest zbiezna szeSciennie dla dowolnego
(rzeczywistego) przyblizenia poczgtkowego; bardzo techniczny dowdd tego
faktu mozna znalez¢ u Ralstona.

Zi41l = % —
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W wypadku ogolnym

e metoda jest zbiezna szesciennie do wszystkich pojedynczych miejsc
zerowych (rzeczywistych i zespolonych),

e metoda jest zbiezna liniowo do wielokrotnych miejsc zerowych,

e przypadki braku zbieznosci sg bardzo rzadkie; w nielicznych przypad-
kach, w ktérych metodzie grozi stagnacja, mozna jg przerwac wyko-
nujgc jeden-dwa kroki metodg Newtona, a potem powrd6ci¢ do metody
Laguerre’a.

Metoda Laguerre’a jest metoda “z wyboru™ przy poszukiwaniu
(rzeczywistych | zespolonych, pojedynczych i wielokrotnych) miejsc
zerowych wielomianow.

Mozna jej takze uzywac do poszukiwania miejsc zerowych funkciji
analitycznych, lokalnie rozwijalnych w szereg potegowy do wyrazéw
rzedu n.
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e Jezeli porbwnamy metode Laguerre’a (11) z wyprowadzaong w po-
przednim wyktadzie metodg opartg o rozwiniecie w szereg Taylora do
drugiego rzedu

2f(z) |
F1(2) = V()] = 2F () £ (2)

widzimy, ze metoda Laguerre’a jest do niej podobna, ale /epsza, gdyz
uwzglednia stopien wielomianu.

(12)

Zi41l = 2 —

e Metoda Laguerre’a wymaga obliczania drugiej pochodnej, ale w wy-
padku wielomiandw jest to bardzo proste.

e Metoda Laguerre’a, nawet dla rzeczywistych punktow poczatkowych,
moze prowadzi¢ do zespolonych miejsc zerowych. Jednak z uwagi na
specyfike wielomiandw, nie ma sensu upieranie sie przy operowaniu
na liczbach rzeczywistych.
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Obnizanie stopnia wielomianu i wygtadzanie

Gdy numerycznie poszukujemy miejsca zerowego wielomianu, moze sie zdarzy¢, ze me-
toda, nawet zastartowana z innego punktu, zbiegnie sie do juz wczesniej znalezionego
miejsca zerowego. Aby tego unikngé, obnizamy stopien wielomianu, to znaczy znajdu-
jemy faktoryzacje P,(z) = (z — 21)P,_1(2), gdzie z1 jest wczesniej znalezionym miej-
scem zerowym wielomianu P,(z). Nastepnie szukamy miejsca zerowego wielomianu
P,_1(z). Wiemy jednak, ze nawet drobne zaburzenia wspétczynnikow wielomianu, po-
wstate na przyktad na skutek obliczania wspotczynnikow ze skonczong prezycjga, moga
znacznie zaburzy¢ miejsce zerowe, dlatego znalezione miejsce zerowe poprawiamy (wWy-
gtadzamy) za pomocg petnego, niewydzielonego wielomianu.

Powiedzmy, ze znalezionym numerycznie miejscem zerowym wielomianu P,_; jest z>.
Te wartosé traktujemy jako warunek poczatkowy dla metody Laguerre’a zastosowanej do
wielomianu P, — spodziewamy sie, ze z> lezy blisko prawdziwego miejsca zerowego,
wiec zbieznos¢ bedzie szybka. W ten sposéb znajdujemy wygtadzone miejsce zerowe
z>. Nastepnie znajdujemy faktoryzacje P, 1(z) = (2 — 22)P,,_2(2) (to znaczy P,(z) =
(z — 21)(z — 22) P,_2(2)) itd.
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Deflacja wielomianu

Przypusémy, ze zg jest pierwiatkiem wielomianu (1). Musi zachodzi¢

(z = 20) - Pp—1(2)
= (2 — 20) (bp—12""1 +bp_22""% + -+ b1z + bo)

= anz"4a, 12" P+ -+ aiz+ag = Pu(z). (13)
Trzeba znalez¢ wspdtczynniki b,.. Rozwijajgc (13) znajdujemy
bp—1 = an
—20bp—1+bp—2 = ap-—1
—20bp—2 +bp—3 = ap—2
(14)
—z0bo +01 = a2
—zob1 +b0 = aq
—z0bp = ao
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Nalezy sie chwile zastanowié: (14

nan na n+1 nieznanych parametrow: bg, b1, ..

stanowi uktad n-+1 nieliniowych row-

.,b,_1 oraz zg. Réwnania

te jednak zawierajg w sobie ukryty warunek, ze zg jest pierwiastkiem wyj-
, ktérego prawg
strong jest a;, przez z*, postepujac tak z kazdym z tych réwnan i doda-
jac wymnozone réwnania stronami, otrzymujemy poszukiwany warunek.
Mozemy zatem potraktowacC zg jako znany parametr i wyeliminowac jedno
z rownan (14). Eliminujgc ostatnie otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan

sciowego wielomianu. Istotnie, mnozac to z réwnan

liniowych:
1
—20 1
—20 1
—20 1

Uktad ten mozna bardzo tatwo rozwigza¢ metoda forward substitution.

1

n_

n_

w NN

n_

o o O

b1
bo

14

a2
al

(15)
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Strategia postepowania

PrzypusCmy, ze znalezlismy juz miejsca zerowe z1, o,...,z, wielomianu
Pn(z) ifaktoryzacje Pn(z) = (z—21)(z—22) - - - (z—2) P,,_1.(2). Teraz

1. Biorgc dowolny zespolony warunek poczatkowy, znajdujemy za po-
mocg metody Laguerre’a miejsce zerowe zj4 1 wielomianu P, _g.

2. W celu wygtadzenia tego miejsca zerowego, liczby z;4 1 uzywamy
jako warunku poczagtkowego dla metody Laguerre’a zastosowanej do
petnego wielomianu P,(z). Spodziewamy sie, ze w ciggu Kilku (nie-
wielu) iteracji znajdziemy jego miejsce zerowe zj4 1.

3. Faktoryzujemy wielomian P,_;.(z), to znaczy obliczamy P,,_.(z) =
(2 — 2p41) Pr—p—1(2).

4. Postepujemy tak dopdki nie dojdziemy do wielomianu stopnia 2, kt6-

rego pierwiastki obliczamy wedtug znanego wzoru.
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Uwagi koncowe

1. Jezeli wyjSciowy wielomian P, (z) ma wspdétczynniki rzeczywiste, wiemy,
Ze jego miejsca zerowe sg albo rzeczywiste, albo tworzg zespolone pary
sprzezone. Jezeli zatem za pomocg powyzszej strategii znajdziemy jego
wygtadzone, zespolone miejsce zerowe z;. = xp. +iyi, 1, Y. € R, wiemy,
ze miejscem zerowym jest takze z;4 1 = x3, — iy, @ Wigc mozemy obizyc
stopien wielomianu od razu o dwa.

2. Jezeli wyjsciowy wielomian ma wspotczynniki catkowite (i niezbyt wiel-
kie), przed przystgpieniem do obliczen numerycznych, warto za pomocg
znanego twierdzenia poszukac jego pierwiastkdw wymiernych.
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Przykiad

Szukamy miejsc zerowych wielomianu z doktadnos$cig do 10~

Ps(z) = 65612°% — 218727 — 2432° + 2723 4+ 3z — 1.

(16a)

Stosujgc przedstawiong wyzej strategie otrzymuje nastepujace miejsca ze-

rowe:
przed wygtadzeniem wygtadzone

1 0.33333310 4 0.00000040s%

2 0.33333310 — 0.000000402 0.33333309 — 0.0000004 31
3| 0.00000000 + 0.33333333: | —0.00000000 + 0.33333333¢
4 | 0.33333381 + 0.00000002: | 0.33333363 + 0.00000051+
5| —0.33333479 — 0.000000557 | —0.33333333 — 0.00000000¢
6| —0.16666756 — 0.28867623: | —0.16666667 — 0.288675131
7 0.00000042 — 0.333333524 0.00000000 — 0.33333333¢
8| —0.16666648 4 0.28867465: | —0.16666667 + 0.288675131
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Pierwszego znalezionego miejsca zerowego nie wygfadzam, bo zostato
znalezione przy pomocy niewydzielonego wielomianu.

Wielomian (16a) jest rowny

Pg(z) = 3z — 1)3(3z + 1)(92° + 3z + 1)(9z° + 1) (16b)
a wiec pierwiastkami sg 1/3 (trzykrotny), —1/3, +1/34, —1/6 + /3 /6.
Cho¢ w powyzszym przyktadzie wygtadzanie miejsc zerowych wielomia-

nOw nizszego stopnia przy pomocy petnego (niewydzielonego) wielomianu
16a) nie przyniosto znaczacych zmian, krok ten moze by¢ bardzo wazny.

Copyright (© 2003,2009-14, 2022 P. F. Géra 9-23



Zupetnie inne podejscie ©®

Ze wzgledu na to, ze numeryczne znajdywanie miejsc zerowych wielomia-
néw moze by¢ Zle uwarunkowane ze wzgledu na mate zaburzenia wspot-
czynnikow, znajdywanie wartosci wtasnych macierzy — poza szczegol-
nymi przypadkami, wykraczajgcymi poza zakres tego wyktadu — za po-
mocg humerycznego znajdywania pierwiastow wielomianu charakterystycz-
nego no 0got jest numerycznie ztym pomystem. Gzasami robi sie wrecz na
odwrdét: aby znalez¢ pierwiastki wielomianu, szukamy wartosci wlasnych
macierzy stowarzyszonej (ang. companion matrix)

O 1 O O O O
O O 1 o --- O 0
O O O 1 .- O O (17)

0 0 0 o --- 0 1
| —ap —a1 —a2 —az -+ —Gp_2 —ap_1
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Rownaniem charakterystycznym macierzy stowarzyszonej (17) jest (z do-
ktadnoscig do znaku)

" +a, 12" T 4+a, 52" °+---4+ajx+ag=0. (18)

Lewa strona tego rownania rozni sie od ogélnego wielomianu (1)) tylko tym,
ze wspotczynnik przy najwyzszej potedze wynosi 1. Kazdy wielomian stop-
nia n mozna sprowadzi¢ do tej postaci dzielgc przez wspoétczynnik przy
najwyzszej potedze. Nie zmienia to pierwiastkow wielomianu.

Istnieje ciekawy zwigzek pomiedzy rownaniem charakterystycznym (17
a algorytmem Hornera.
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Przy numerycznym znajdywaniu wartosci wtasnych macierzy (17)), ze wzgle-
dow praktycznych tatwiej jest diagonalizowac jej macierz transponowang
(ich widma sg identyczne), ale niekiedy zbieznos¢ algortmu QR i tak jest
bardzo wolna. Znajomos¢ wektorow wiasnych nie jest potrzebna.

W wypadku ogolnym omowiona poprzednio strategia — metoda Lagu-
erre’a, potgczona z deflacjg wielomianu i wygtadzaniem miejsc zerowych
— jest, moim zdaniem, numerycznie bardziej wydajna.
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