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Aproksymacija ciagta

Termin “aproksymacja” ma dwa znaczenia. Po pierwsze, moze chodziC
o aproksymacje punktowg, omawiang w jednym z poprzednich wyktadow.

Po drugie, mozemy méwiC o aproksymacji ciggtej: Majac ustalong funk-
cie g(x), ktorej sposbdb obliczania jest trudny, skonstruowac inng funkcije,
ktora bedzie w pewnym sensie bliska funkcji wyjéciowej, a jednoczesnie
obliczeniowo prostsza.

Sposrdéd wszystkich (licznych!) zagadnien aproksymacii ciggtej, omowimy
tylko przyblizenia Pade.
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Przypusmy, ze znamy wartosci pewnej funkcji g(z) i jej pochodnych do
rzedu N w zerzel"i na tej podstawie chcemy skostruowac przblizenie funk-
cji g(x) w pewnym przedziale zawierajgcym zero, tak, aby przyblizenie to
zgadzato sie z funkcjg i jej N pochodnymi w zerze.

Najprostszym sposobem jest skonstruowanie rozwinigcia Maclaurina do
rzedu N. Otrzymujemy w ten sposoéb wielomian, kidry co prawda spetnia
wymagania w otoczeniu zera, ale przyblizenie wielomiwanowe zazwyczaj
szybko zatamuje sie juz w niewielkiej odlegtosci od zera. Lepsze bytoby
przyblizenie wymierne.

*Jezeli wartosci te znamy w jakims$ innym punkcie, mozemy za pomocg prostej zmiany
zmiennych sprowadzi¢ ten punkt do zera.
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Niech poszukiwane przyblizenie ma postac

> a;xd
Ryp(a) = @) 320 (1)
MR T Qu(z) Tk .

Z bjxﬂ

7=0

przy czym bg = 1 i niech szeregiem Maclaurina aproksymowanej funkcji
bedzie

g(x) = Z cja:j. (2)
=0

Przyjmijmy,ze m+k+ 1 = N 4 1, czyli tyle, ile wyrazéw zawiera szereg
Maclaurina funkcji g(x) do rzedu N. Obliczamy
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Funkcja g(x) wraz z pochodnymi do rzedu N bedzie sie zgadzac z przy-
blizeniem (1), jezeli w liczniku prawej strony réwnania (3) najnizszy niezni-
kajacy wyraz bedzie proporcjonalny do =¥ 1. Otrzymujemy stad warunki

g(z) — Ryp(x) = (3)

k

» enosjbj = 0 s=0,1,...,N-m—1; ¢;=0dlaj <0 (4a)
j=0
Zcr_jbj = a r=0,1,...,m; b=0dlaj >k (4b)
=0

stanowi uktad N+1 réwnan liniowych na N+1 wspoétczynikéw ar, b;.
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Przyktad

Przyblizeniem Padé Ro>(x) funkcji e* jest

12—|—6:1:—|—:1:2

Roa(z) = 12 — 6x + 22

(9)

Btad tego przyblizenia w przedziale [—% In 10, 1 In 10] nie przekracza 0.01.
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Funkcja e i jej przyblizenie (5).
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Przyblizenie Czebyszewa

Okazuje sie, ze lepsze przyblizenie uzyskuje sie biorgc zamiast (1)) iloraz
wielomianow Czebyszewa:

3 ajTy(a)
Crk(2) = = , (6)
> b;Ti(x)

gdzie T (x) jest j-tym wielomianem Czebyszewa. Dlax € (—1,1) sgone
zdefiniowane jako

T;(x) = cos(j arc cosx) (7)

| poprzez przedtuzenie analityczne poza tym przedziatem. T;(z) jest wie-
lomianem stopnia 7, 0 najmniejszym wahaniu w przedziale [—1, 1].
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Niech funkcja g(x) posiada rozwiniecie Czebyszewa

1 ©. @)
9(2) = o+ Y o/Ti(@). 8)
j:
Wspotczynniki tego rozwiniecia otrzymujemy obliczajgc
g9(x)T;(=x)
= / ©)
_1 1 — x

(Numerycznie nalezy oblicza¢ takg catke za pomocag kwadratur Gaussa-
Czebyszewa, nieomdéwionych w tym kursie.)
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Postepujac jak poprzednio i korzystajac z rozwiniecia (8), obliczamy

9(x) — Cpp() (10)

zgdajac, aby w liczniku wspotczynniki przy T;(x) znikaty tozsamosciowo
dlaj=0,1,...,N. Otrzymujemy stad uktad réwnan

1 K
ag = — Z b;c; (11a)
2 1=0
1 K
ar — 5 Z bz' <C|’r—i| —|— C?“—|—7j) (11b)
1=0

(CL7~>m — O)

Przyblizenia Czebyszewa sg lepsze od przyblizen Padé, gdyz btad tych
pierwszych zachowuje sie bardziej regularnie w catym przedziale.
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