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Zagadnienie wlasne

Definicja: Niech A € CV*Y_ Liczbe A\ € C nazywam wartoscia wiasna
macierzy A, jezeli istnieje niezerowy wektor x € C¥ taki, ze

Ax = \x. (1)

Wektor x nazywam wéwczas wektorem wiasnym macierzy A do wartosci
wtasnej .

Definicja jest sformutowana dla macierzy zespolonych, my jednak — poza
przypadkiem macierzy hermitowskich — bedziemy zajmowac sie macie-
rzami rzeczywistymi. Nalezy jednak pamietaC, ze takze macierze rzeczy-
wiste (niesymetryczne) mogg mie€ zespolone wartosci wtasne.

Problem poszukiwania wartosci wtasnych macierzy nazywa sie zagadnie-
niem wifasnym.
Copyright (© 2010-20 P. F. Géra 14-2




Przykiad

Rozwazmy macierz

(2)
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Jej unormowanymi wektorami wtasnymi sa [\/11_0, \/31_01 , [\/?i_o’ \/]i_o] ,
a odpowiadajgcymi im wartosciami wtasnymi liczby 1, 2. Rysunek na na-

stepnej stronie przedstawia rodzine wektorow jednostkowych (lewy panel)

oraz te samg rodzine przeksztatcong przez macierz (2). Wektory witasne
zaznaczone sg na zielono.
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Rodzina wektoréw jednostkowych przeksztatconych przez macierz (2).
Wektory wtasne tej macierzy zaznaczone sg na zielono. Jeden z nich,
odpowiadajgcy wartosci wtasnej 1, nie zmienia sie, drugi, odpowiadajgcy
wartosci wlasnej 2, zachowuje kierunek, ale jego dtugosc¢ roénie

dwukrotnie.
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PageRank Algorithm

Przypusémy, ze chcemy opracowac ranking stron WWW, umozliwiajgcy
ich pozycjonowanie w wyszukiwarce. Zauwazmy, ze w danej chwili istnieje
skonczona liczba stron WWW, mozemy je zatem — przynajmniej teore-
tycznie — ponumerowac.

Co mozna uznac za kryterium “waznosci” strony, wptywajace na jej pozycje
w rankingu? Moze sie wydawagc, ze strona jest tym wazniejsza, im wiecej
linkdw z innych stron do niej prowadzi. Jednak po chwili zastanowienia
widaé, ze to kryterium moze by¢é mylgce: Jezeli na naszg strone prowa-
dzi duzo linkdw z innych “niewaznych” stron, nasza strona i tak moze by¢
trudna do znalezienia, gdyz uzytkownicy by¢ moze nigdy nie znajdg tam-
tych stron, a wiec nie trafig na naszg. Jesli natomiast na naszg strone
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prowadzi tylko jeden link, ale ze strony, ktéra sama jest bardzo popularna,
nasza strona moze zyskaé wielu uzytkownikow.

Widac¢ zatem, ze przy obliczaniu rankingu naszej strony, nalezy uwzglednic
rankingi stron, ktore linkujg do nasze;.

Oznaczmy r; — ranking i-tej strony. Niech & — 7 oznacza, ze strona k-ta
linkuje do strony i-tej. Proponujemy zatem

ri:C' Z Tk (3)

k: k—1
gdzie C' > O jest statg proporcjonalnosci, a sumowanie rozcigga sie po
wszystkich stronach k&, ktore linkujg do strony i.
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Zauwazmy jednak, ze jedli k-ta strona zawiera wiele linkow, uzytkownik
moze klikng¢ dowolny z nich, niekoniecznie ten prowadzgcy do strony i-
tej. Modyfikujemy zatem powyzszg definicje nastepujgco:

ri=C- > T/l (4)

k: k—1
gdzie [, oznacza liczbe linkdw na stronie k-tej.

Sprobujmy nieco uprosci¢ notacje. W tym celu wprowadzam oznaczenie

P = {lk jezelik — ¢ (5)
0 poza tym

W tych oznaczeniach definicje (4) mozna zapisac jako

ri =C- > pikTk - (6)
k
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Zauwazmy, ze sumujemy juz po wszystkich k, gdyz zerowe wartosci p;;
wyeliminujg sktadowe pochodzgce od stron nie linkujgcych do strony :.

Niech P oznacza macierz, ktérej elementami sg liczby p; ;, i niech r ozna-
cza wektor rankingéw. Widzimy, ze réwnanie (6) mozemy zapisac jako

Pr = Ar, (7)

gdzie A = 1/C. Wektor rankingow jest wektorem wtasnym macierzy P.
Opisana wyzej koncepcja jest podstawg [algorytmu PageRank, wymyslo-
nego przez Sergeya Brina i Larry’ego Page’a, twércow Google’a.
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http://en.wikipedia.org/wiki/PageRank

Rownanie charakterystyczne

Rownanie (1) mozna zapisa¢ w postaci
(A—-)XDx=0. (8)

Jezeli \ jest wartoscig wtasng, rbwnanie to musi mie¢ niezerowe rozwig-
zanie ze wzgledu na x. Jest to mozliwe tylko w wypadku

det (A — A\I) = 0. (9)

Réwnanie (9) nazywane jest rownaniem charakterystycznym macierzy A.
Jest to rébwnanie wielomianowe stopnia N. Widzimy, ze kazda wartos¢
wiasna jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego, ale stwierdzenie
odwrotne niekoniecznie jest prawda.

Zbiér wszystkich rozwigzan rownania (9) nazywam widmem macierzy A.
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Macierz A € CV*V ktérama N niezaleznych liniowo wektoréw wiasnych,
nazywam macierzg diagonalizowalng lub normalng. tatwo sprawdzi¢, ze
jezeli X € CN*N jest macierza, ktérej kolumnami sa kolejne, liniowo nie-
zalezne wektory witasne diagonalizowalnej macierzy A, zachodzi

X~1AX = diag{\1, Xo,..., A }. (10)

Uwaga! Poza przypadkami, kiére daje sie rozwigza¢ analitycznie i poza
pewnymi przypadkami specjalnymi, ktore wykraczajg poza zakres tego wy-
ktadu, préba poszukiwania wartosci wtasnych macierzy poprzez rozwigzy-
wanie jej rownania charakterystycznego na ogot jest numerycznie nieefek-
tywna. Trzeba znalez¢ jakies inne metody.
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Metoda potegowa

Niech A € RV*N bedzie macierza symetryczna, A = A”Z. Wiadomo,
ze macierz taka jest diagonalizowalna, ma rzeczywiste wartosci wtasne,
a jej unormowane wektory wtasne tworza baze ortonormalng w RYV. Niech
bazg tg bedzie {ei}fvzl, przy czym Ae; = \;e;. Przyjmijmy dodatkowo,
ze wartosci wtasne macierzy A sg dodatnie i uporzagdkowane Ay > Ao >
o> Ay > 0.

Wezmy wektor y € RY. Posiada on rozktad

N
y = > Bie;. (11)
i=1

Copyright ©) 2010-20 P. F. Géra 14—11



Obliczamy

N N N
Ay = A Bie;= ) BiAe; = > Bihie; (12a)
1=1 =1 1 =1
N N
A%y = A Y Bine; = Y Bidfe; (12b)
i=1 i=1
........................ N
Afy = Y giake; (12¢)
i=1

Widzimy, ze dla dostatecznie duzych k& wyraz zawierajgcy A’f bedzie do-
minowat w sumie po prawej stronie (12c): pozostate wspodtczynniki bedg
zaniedbywalnie mate, a zatem prawa strona (12c) dla dostatecznie duzych
k bedzie dazyc¢ do wektora proporcjonalnego do e, czyli do wektora wia-
snego do najwigkszej wartosci wiasne,;.
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A zatem iteracja (||y1|| = 1, poza tym dowolny)

Ay, = 1z
oz (13)
YR T iz

zbiega sie, przy przyjetych zatozeniach, do unormowanego wektora wtas-
nego macierzy A, odpowiadajgcego najwiekszej wartoéci wtasne.

Gdy iteracja (13) zbiegnie sie do punktu statego (kolejne wektory y; ~
e, przestang sie zauwazalnie zmieniac), warto$¢ witasng obliczamy jako
A1 = |lzg]-
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Przykiad

Kolejne wektory
generowane przez
metode potegowag, czyli
iteracje (13), dla macierzy

34l

Copyright (© 2010-20 P. F. Géra 14—14



Druga wartosc¢ wiasna

Kiedy w sumie

12C

wyraz z wektorem wtasnym do najwiekszej wartosci
wiasnej nie bedzie dominowac? Witedy i tylko wtedy, gdy wspdtczynnik
odpowiadajgcy temu wektorowi w rozwinieciu (11) bedzie znika¢, 51 =
0. To sugeruje sposéb na szukanie wektora wtasnego odpowiadajgcego
drugiej co do wielkosci wartoSci wtasnej: nalezy upewnic sie, ze wektor y1
| wszystkie jego iteraty sg prostopadte do uprzednio znalezionego e1.

lteracja (|ly1|| = 1, el'y; = 0, poza tym dowolny)

AYk: =

Zk_

Yk+1

2

Z — €1 (e{zk) (14)
Z

12|
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zbiega sig, przy przyjetych zatozeniach, do unormowanego wektora wita-
snego macierzy A, odpowiadajgcego drugiej co do wielkos$ci wartosci wia-
snej. Drugi krok powyzszego algorytmu oznacza ortogonalizacje. Teore-
tycznie, skoro wektor startowy iteracji jest ortogonalny do e, krok tn moz-
naby poming¢. Tak bytoby w arytmetyce doktadnej. W arytmetyce przybili-
zonej zakumulowany btad obciecia moze spowodowac, ze wygenerowane
wektory bedg miaty niezerowy rzut na kierunek e, kidéry w ten sposob
zacznie dominowac. Dlatego reortogonalizacja, je$li nie w kazdej iteracji,
to przynajmniej co kilka, jest nieodzowna, podrazajgc koszt numeryczny
catego algorytmu.
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Odwrotna metoda potegowa

PrzypusCmy, ze zamiast najwiekszej, szukamy najmniejszej (lecz wiekszej
od zera) wartosci witasnej. Jak fatwo sprawdzic, jezeli Ae;, = \;e;, to
A~ le;, = A;lei, a zatem najmniejsza warto$¢ wiasna jest najwiekszg
wartoscig wtasng macierzy odwrotnej. Prowadzimy wiec iteracje

Ay, = 2z,
_ Zg (15)
YR T iz

Nalezy pamietaé, ze zapis A~ly, = z; nalezy rozumieé jako koniecz-
nos$¢ rozwigzania rownania Az, = yi. Widac, ze kolejne rownania roz-
wigzujemy korzystajac z dokonanego tylko raz rozktadu LU (lub rozktadu
Cholesky’ego, jesli macierz jest dodatnio okreé$lona — tak, jak przy obo-
wigzujgcych dotad zatozeniach).
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Uwagi o metodzie potegowej

1.

5.

Jezeli nie ograniczamy sie do macierzy dodatnio okre$lonych, dominujgcg warto-
Scig wtasng bedzie wartos¢ wlasna o najwiekszym module. Podobnie, dominujgca
wartoécig wtasng macierzy odwrotnej bedzie warto$¢ wtasna macierzy nieodwré-
conej o najmniejszym module; trzeba jednak pamietaé, ze macierz odwrotna jest
okreslona tylko wtedy, gdy zadna warto$¢ wtasna nie jest zerowa.

Ujemne wartoSci wtasne rozpoznajemy po tym, ze po ustabilizowaniu sie kierunku
wektora wtasnego, jego wspotrzedne zmieniajg znak w kolejnych iteracjach.

. Jezeli przy pomocy metody potegowej trzeba znalez¢ wiecej niz kilka wartosci i wek-

tordw wiasnych, metoda, z uwagi na koniecznos$¢ reortogonalizacji, staje sie bardzo
kosztowna.

Jezeli w widmie macierzy pojawiajg sie wartosci wtasne bardzo zblizone co do mo-
dutu — na przyktad 2 oraz 1.99999999, ale tez 1 oraz —0.99999999 — zbieznos¢
bedzie bardzo wolna, a nawet mozna spodziewaé sie stagnaciji.

Metoda potegowa nie dziafa dla macierzy niesymetrycznych!
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Transformacja podobienstwa

Zaleznos¢ (10) jest szczegdlnym przypadkiem transformacji podobien-
stwa. QOgblnie, dwie macierze A, B nazywam macierzami podobnymi,
jezeli istnieje taka nieosobliwa macierz S, ze zachodzi

B =S"1AS. (16)

Macierze podobne majg takie same widma, co wynika z faktu, ze jesli spet-
nione jest réwnanie (1), spetnione jest takze rownanie

S~1(A-)SS x =0, (17)

a zatem wektor S—1x jest wektorem wiasnym macierzy (16) do wartosci
wiasnej .
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Ortogonalna transformacja podobienstwa

Na ogdt zamiast ogdlnej transformacji podobienstwa, uzywa sie ortogonal-
nej transformacji podobienstwa

B =071A0, (18)

gdzie OO = 1. Co wiecej, typowo wykonuije sie caly ciag transformacji
Ay, = O{Alol, Az = OgAQOQ itd, czyli

Apt1 =01 ...0507 A4 0105...0; (19)

P,. jest ztozeniem macierzy ortogonalnych, a wiec samo jest macierzg or-
togonalna.
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Poniewaz kolejne transformacje wykonuje sie w kolejnoéci “od wewnatrz”,
nie musimy pamieta¢ kazdej z nich z osobna. Innymi stowy, jezeli

= I

Qi AQ;
PoQ1
QYA1Q2
P1Q>

— QZAS— 1Qs

|
N
|
O

(20)

zakumulowana macierz P jest macierzg, kiorej kolumnami sg wektory

wlasne macierzy A, porownaj

10

. Macierz Agj;g moze by¢ “numerycznie

diagonalna”, to znaczy jej pozadiagonalne elementy mogg by¢ zaniedby-

walnie mate.
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Uwaga: Jezeli nie musimy znalez¢é wszystkich wektorow wtasnych i inte-
resujg nas tylko wartosci wtasne, nie musimy zapamietywac¢ zakumulowa-
nych macierzy transformaciji, co istotnie przyczynia sie do zmniejszenia
numerycznego kosztu catej procedury.
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Algorytm QR

Niech macierz A posiada faktoryzacje QR, A = QR. Obliczmy czemu
rowna sig iloczyn tych czynnikdw wzietych w odwrotnej kolejnosci.

A'=RQ = QTAQ. (21)

Widzimy, ze wymnozenie czynnikow faktoryzacji QR w odwroconej kolej-
nosci stanowi ortogonalng transformacje podobienstwa macierzy A.
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Procedure te mozna iterowaé. Zaczynamy od A1 = A.

A = Q1R
A, =R1Q1 = Q2R»
A3z =RoQo = Q3R3
An =Rp_1Qn-1 = QuRn (22)

Kazda prawa strona QR reprezentuje faktoryzacje QR dokonywang w k-
tym kroku iteracji. Macierz A, jest ortogonalnie podobna do macierzy
A. Ponadto powyzszy algorytm zachowuje symetrie, postac tréjdiagonalng
symetryczng i posta¢ Hessenberga (patrz nizej).
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Zachodzi (nieoczywiste)

Twierdzenie: Jezeli macierz A jest diagonalizowalna i jej wszystkie war-
toSci wlasne sg rzeczywiste i parami rézne od siebie, iteracja (22) jest
zbiezna do macierzy trojkatnej gérnej, w ktérej na gtownej przekatnej stojg
kolejne wartosci wtasne.

Jezeli niektore wartosci wlasne sg zdegenerowane lub zespolone, itera-
cja (22) jest zbiezna do macierzy trojkatnej gbrnej z dodatkowymi klatkami
na przekatnej, ktorych wartosci wtasne (do znalezienia “recznie”) odpowia-
dajg owym wyrdznionym wartosciom wtasnym.

Problem polega na tym, ze faktoryzacja QR ma ztozonos$¢ obliczeniowg
O(N3) na kazda iteracje, co czyni ten algorytm zdecydowanie zbyt dro-
gim. Na szczescie ztozonos¢ obliczeniowa faktoryzacji QR jest znacznie
mniejsza dla macierzy rzadkich.
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Algorytm QR dla macierzy trojdiagonalnych, symetrycznych

Jak pamietamyff], faktoryzacje QR macierzy tréjdiagonalnej, symetrycznej mozna znalez¢
za pomocg obrotow Givensa w czasie liniowym:

R = Gy_1---G2G1A, (23a)
A — \G{Gg e G%—;R7 (230)
Q
a wobec tego A'=RQ = Gy.i...GoCiAGTGI.. . GT (23c)
’ 1 QJ N-1

A\ . v g
-~

Poniewaz macierz R ma tylko dwa pasma ponad diagonalg, a macierze Gy tylko jedno
pasmo pod, macierz A’ nie tylko jest symetryczna, ale sama tréjdiagonala. Poniewaz nie
musimy zapamietywaé poszczegdlnych Gy, tylko uzywamy ich w miare ich obliczania, je-
den krok algorytmu QR dla macierzy tréjdiagonalnej, symetrycznej, wykonujemy w czasie
O(N), w wyniku otrzymujgc takze macierz tréjdiagonalng, symetryczna.

©
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Przyktad

Rozpatrzmy macierz

[ 2 —1 0
A=| -1 2 -1 (24)
0O -1 2

Ma ona wartodci wtasne (2 + v/2,2,2 — v/2) ~ (3.4142,2,0.5858).
Przeprowadzimy teraz serie transformacji QR tej macierzy.

A=A = | -0.4472 -0.7171 -0.5345 0O —1.6733 1.9124
o) 0.5976 —-0.8018 o) 0 —1.0690

A\ 7\ 7
TV TV

Q: R,

—0.8944 —0.3586 0.2673] [2.2361 1.7889 —0.4472

(25a)
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2.8000 —-0.7483 0
A, = R1Q1= | —0.7483 2.3429 —-0.6389
0O —-0.6389 0.8571
—0.9661 —-0.2467 —-0.0761 —2.8983 1.3279 —-0.1650
= 0.2582 —-0.9231 0.2949 0 —2.1665 0.8425
0 0.2949 —-0.955 0 0 —-0.6370
Q> K.
(25b)
3.1429 —-0.5594 0
As = RyQ>= | —0.5594 2.2485 —-0.1878
0O —-0.1878 0.6087
—0.9845 —-0.1745 —-0.0155 —3.1923 0.9448 —-0.0329
= 0.1752 —-0.9807 —-0.0871 0 —2.1240 0.2381
0 0.0884 —0.9961 0 0 —-0.5900
Qs R,
(25¢)
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3.3084 —0.3722 0
As, = RsQs;=| —0.3722 2.1040 —0.0522 (25d)
0 —0.0522 0.5876

3.4137 —0.0277 0
A = RgQs= | —0.0227 2.0005 —0.0001 (25¢)
0 -0.0001 0.5858
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Redukcja do postaci trojdiagonalnej symetrycznej

Niech A; € RV*N Ay = AT,

Niech teraz

1
0
P,=|0 (26)
0 (N—l)l:)1

0

gdzie (V-1p; ¢ RIV-1)x(N-1) jest transformacja Householdera, zbu-
dowang na pierwszej kolumnie macierzy A, poczynajgc od drugiego
(poddiagonalnego) elementu. Cata macierz P4 jest ortogonalna.
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Obliczam

P1AP{ = A, =

(27)

Transformacja podobienstwa (27) zeruje pierwszg kolumne macierzy po-
czynajac od trzeciego elementu, a takze pierwszy wiersz, za co odpowie-
dzialna jest transformacja P{ dziatajgca od prawej). Wynika to z faktu, ze

macierz A1 jest symetryczna.
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W nastepnym kroku tworzymy

1 0/0 O 0
O 1/0 O 0
0 O
Py = 0 0 (28)
0 0 (N-2)p,
L 0 0 -

gdzie (V=2)p, ¢ RIN=2)x(N~-2) jest transformacja Householdera, zbu-
dowang na drugiej kolumnie macierzy A», poczynajgcpoczynajgc od trze-
ciego (poddiagonalnego) elementu. Cata macierz P, jest ortogonalna.
Stojgca w lewym gornym rogu macierz jednostkowa stuzy do tego, zeby
nie zepsuc struktury, ktérg osiggnelimy w poprzednim kroku.
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Obliczam

PyALPL = Ag =

Transformacja podobienstwa (27

(29)

zeruje drugg kolumne macierzy poczy-

najgc od czwartego elementu, a takze drugi wiersz.

| tak dalej. Wida¢, ze po N —1 krokach cata macierz zostanie sprowadzona

do postaci trojdiagonalne,;.

| najwazniejsze: Ztozonos¢ obliczeniowa faktoryzacji QR macierzy trojdia-

gonalnej wynosi O(N).

Copyright (© 2010-20 P. F. Géra

14-33



Redukcja do postaci Hessenberga

Jezeli macierz nie jest symetryczna, A{ # A, algorytm opisany na stronie
30 i nastepnych nie prowadzi do postaci trojdiagonalnej (gdyz k-ty wiersz
jest rozny od k-tej kolumny), ale do gornej postaci Hessenberga:

(30)

Jest to macierz trojkgtna goérna z jedng dodatkowg diagonalg pod diago-
nalg gtdbwng. Ztozonos¢ obliczeniowa faktoryzacji QR macierzy w postaci
Hessenberga wynosi O(N?2).
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Algorytm diagonalizacji

Wobec tego, co powiedziano wyzej, diagonalizacja matych i srednich
macierzy wyglada nastepujgco:

e Za pomocg transformacji Householdera, opisanej na stronie [30] i na-
stepnych, doprowadzamy macierz do prostszej postaci.

— Dla macierzy symetrycznych, postacig “prostg” jest postac trojdia-
gonalna symetryczna.

— Dla macierzy niesymetrycznych, postacig “prostg” jest postac Hes-
senberga.

e Macierz w “prostej”’ postaci diagonalizujemy za pomoca algorytmu QR,
gdyz dla tych postaci faktoryzacja QR, przeprowadzana w kazdym
Kroku algorytmu, jest numerycznie tania.
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Uwagi

Jezeli musimy zna¢ wektory wtasne, akumulujemy wszystkie wykonywane
transformacje podobienstwa. Jezeli chcemy zna¢ tylko wartosci wtasne,
nie musimy akumulowac transformaciji, co moze by¢ istotng oszczednoscig
czasu.

Dla dobrze rozdzielonych wartosci wtasnych, algorytm QR jest dosé
szybko zbiezny. Jezeli wartosci wtasne lezg blisko siebie, zbieznos¢ moze
by¢ powolna. W takiej sytuacji algorytm QR mozna przyspieszy¢ za po-
moca techniki zwanej implicit shifts.

W wypadku macierzy duzych, o N > 1000, konieczno$¢ znajomosci
wszystkich wartosci i wektorow witasnych wystepuje bardzo rzadko. Na
0go6t potrzebne jest kilka-kilkanascie dominujgcych wartosci. Do tego celu
stuzg specjalne algorytmy (Lanczosa, Davidsona), kidre wykraczajg poza
program tego wyktadu.
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Wartosci wkasnhe macierzy hermitowskiej

Niech H € CV XN pedzie macierza hermitowska, H = H. Jak wiadomo,
ma ona rzeczywiste wartosci wtasne. Niech

Hu = )\u. (31)

Rozt6zmy H na cze$¢ rzeczywista i urojong, H = A +iB, A, B € RVXHV,
katwo pokazaé, ze AT = A, B = —B. Niechu = x + iy, x,y € RY.
Z (31) otrzymujemy

(A +iB)(x +iy) A(x + iy) (32a)
Ax — By + i(Bx + Ay) AX + iy (32b)
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Rownos¢ w (320b) musi zachodziC jednoczesnie dla czesci rzeczywistych
| urojonych. Zapisujac te rownosci w notacji macierzowej, otrzymujemy

I HEH

Macierz H jest symetryczna i rzeczywista, a zatem wydaje sig, ze pro-
blem diagonalizacji macierzy hermitowskiej zostat sprowadzony do pro-
blemu diagonalizacji macierzy symetrycznej, rzeczywiste;.

Jest jednak pewien problem: macierz H € CN*N ma N warto$ci wia-
snych. Macierz H € R2V*2N ma 2N warto$ci wasnych.
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Okazuije sie, ze przy przejsciu od H do H, kazda warto$é wtasna sie klo-
nuje. Aby to zobaczyC, pomnozmy obie strony (31) przez —i. Postepujac
jak poprzednio, zamiast (320) otrzymujemy

—i(Ax — By) + Bx 4+ Ay
Ay — B(—x) +i(By + A(—x))

ERIEIEE

y
—X

—iAX + Ay (34a)
Ay + iA(—x) (34b)

Porownujac (33) i (39) widzimy, ze wektory [;] i [ ] sg wektorami

wilasnymi macierzy H do tej samej wartosci wtasnej A. Poniewaz wektory
te sg ortogonalne, warto$¢ wtasna A (rozumiana jako warto$¢ witasna H,
nie H) jest (co najmniej) dwukrotnie zdegenerowana.
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Rezolwenta

Niech A € CV*¥ j niech pewna liczba ¢ € C nie nalezy do widma A.
Wynika stad, ze det(A — £I) # 0. Macierz Z = (A — £¢I)~1 nazywam
rezolwentg macierzy A. (Rezolwenta jest funkcjg argumentu £.) Niech A
| u bedg wartoscig witasng i odpowiadajgcym jej wektorem wtasnym A

Au = \u. (36a)
Z (36a) wynika (£ £ )
Au—£&u = Xu—¢€u (36b)
(A—€&Du = (A—9&u (36¢)
)\igu = (A —¢0) " tu=Zu. (36d)

Ostatnie rbwnanie oznacza, ze u jest wektorem wtasnym rezolwenty do
warto$ci wiasnej (A — ¢) 1.
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Transformacja Mobiusa

Algorytmy znajdywania wartosci wtasnych duzych macierzy sg na ogot
szybko zbiezne do wartosci skrajnych, izolowanych. Czesto znajomosc ta-
kich wartosci wtasnych wystarcza nam ze wzgleddw praktycznych. Jezeli
jednak chcemy doktadnie obliczy¢ dwie zblizone wartosci wtasne, lezgce
gdzie$ “w srodku” widma, zbiezno$¢ moze by¢ bardzo wolna. Mozna jg
przyspiezy¢ za pomocg transformacji Mobiusa.

Niech uq,u> bedg dwoma wektorami wilasnymi pewne] macierzy A,
zas A1, A\> bedg odpowiadajgcymi im wartoSciami wlasnymi, przy czym
dri A = 74+ ¢e1,2 = 7+ €2, |[e1 2] K 1 oraz T nie jest wartoscig
wtasng A. Rozwazmy rezolwente (A — 7I1)~1. Wektory uy 2 sq je] wek-
torami wtasnymi do wartos$ci wiasnych (7 + e10—T) L =¢] 2 Roznica

gdyz €12 s3
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mate. Widzimy, ze zblizone wartosci wtasne macierzy odpowiadajg dobrze
rozseparowanym wartoSciom wtasnym rezolwenty, wektory wtasne za$ sg
takie same.

Dobre rozseparowanie warto$ci wtasnych rezolwenty powinno sprawic,
ze procedura poszukiwania tych wartosci wlasnych powinna by¢ szybko
zbiezna, co zrekompensuje koszt obliczania samej rezolwenty. Dodatko-
wym utatwieniem jest fakt, ze przy obliczaniu rezolwenty (Scislej: wynikdéw
dziatania rezolwenty na jakies wektory), mozemy caty czas korzystac z te;
samej faktoryzacii.
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Poszukiwanie wektora wlasnego gdy znana jest wartos¢ wiasna

Jak wspomniano wyzej, poszukiwanie samych wartosci wtasnych jest
znacznie tansze, niz jednoczesne poszukiwanie wartosci i wektoréw wias-
nych. Bardzo czesto zdarza sie, ze chcemy poznaé wszystkie (lub wiek-
szosSC) wartosci wlasnych, ale tylko kilka wektorow wtasnych, odpowiadaja-
cych wybranym (na ogot skrajnym lub w inny sposob charakterystycznym)
wartosciom witasnym.

Przyjmijmy, ze )\ jest wartoScig wtasng macierzy A, ktdrej wektory wtasne
stanowig baze w RYV i niech 7 ~ X nie nalezy do widma A. (Jako  mozna
braC przyblizenie \ otrzymane numerycznie, bo ono powinno by¢ bliskie
“prawdziwej” wartosci wtasnej, ale rozne od niej.)
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Rozwazamy rezolwente (A — 71)~1. Jej dominujaca wartoécia wtasna
bedzie (A—7) 1. Podobnie jak w metodzie potegowej, iteracja (||y1] = 1,
poza tym dowolny)

(A—-1D7ty, = z,

2|

zbiega sig, przy przyjetych zatozeniach, do unormowanego wektora wita-
snego macierzy (A —71)~ 1, odpowiadajacego wartosci wtasnej (A —7) 1
(trzeba uwazaé na przypadek ujemnych wartosci wlasnych rezolwenty, ob-
jawiajgcy sie oscylacyjnymi zmianami wektora wtasnego!). Ten sam wektor
jest jednoczesnie wektorem wtasnym A, odpowiadajgcym wartoSci wia-
snej A ~ 7.

Yk+1 —

W iteracji (37) wykorzystujemy caty czas ten sam rozktad LU. Wazne jest,
aby obliczenia (i sam rozktad) prowadziC w podwyzszonej precyzji, gdyz
macierz A — 71 jest zle uwarunkowana.
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Uogolnione zagadnienie witasne

Zagadnienie wtasne oznacza analize macierzy postaci A — M. Jesli ma-
cierz jednostkowg zastgpimy jakas inng macierzg, otrzymamy A — AB, co
prowadzi do uogolnionego zagadnienia wtasnego:

Ax = ABx, (38)

gdzie A, B € RV*N_ Liczby X nazywamy uog6lnionymi warto$ciami wia-
snymi, a wektory x uogolnionymi wektorami wtasnymi. Zagadnienia tego
typu pojawiajg sie przy rozwigzywaniu pewnych problemoéw fizycznych.
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Zatézmy dodatkowo, ze B jest symetryczna i dodatnio okreslona. Wéw-
czas istnieje faktoryzacja Cholesky’ego B = CC?.

Problem (38) moge zapisac¢ jako

c A (cT) T c™x = ACTx (39a)
Ay = )y, (39b)

gdzie & = C~1A (CT) ™", y = C7x. Jak widat, uogélniony problem
wiasny (38) jest rownowazny “zwyktemu” problemowi wtasnemu (390). Po-
nadto, jezeli A jest symetryczna (i dodatnio okreélona), takze A jest syme-
tryczna (i dodatnio okreslona). Aby numerycznie rozwigza¢ problem wita-
sny (39b), nalezy znalezé C~1 — jest to jedna z niewielu sytuaciji, w kto-
rych odwrotno$¢ jakiej$ macierzy trzeba znalez¢ explicite. Skadingd od-
wrotno$¢ macierzy trojkatnej znajduje sie stosunkowo szybko.
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Niech A bedzie symetryczna i dodatnio okre$lona i niech A{ % \o. WOW-
czas odpowiednie wektory witasne sg prostopadte, y{yg = 0. Mamy

T
0=yiys = (CTX1> Clx, =x1CCTxy =xiBxy.  (40)

Jak widzimy, w przypadku macierzy symetrycznych uogoélnione wek-
tory wtasne odpowiadajgce réznym uogdlnionym wartosciom witasnym
sg sprzezone wzgledem macierzy B, przy dodatkowym zatozeniu, ze B
jest dodatnio okreslona. Mozna réwniez powiedzie¢, ze uogdlnione wek-
tory witasne sg

. Uogdblnione wektory
wiasne stanowig takze baze w przestrzeni RV, nieortogonalng wzgledem
“naturalnego” iloczynu skalarnego.
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