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Co to znaczy rozwigzaé¢ rownanie?

Przypusmy, ze postawiono przed nami problem rozwigzania rownania

f(z)=0. (1)
Przede wszystkim musimy ustali¢ co oznacza stowo “rozwigzac¢”. Mozna bowiem mie¢ na
mysli dwie rzeczy
|. Znalez¢ wszystkie rozwigzania ().
Il. Znalez¢ jakies rozwigzanie ().

Pierwszy przypadek zachodzi wtedy, gdy o rdwnaniu mozemy duzo powiedzie¢ od strony
analitycznej — na przyktad gdy jest to réwnanie trygonometryczne lub wielomianowe.
W przypadku ogdlnym na ogét nie wiemy nawet czy jakiekolwiek rozwigzanie (1) istnieje,
a jesli tak, to ile ich jest. Dlatego w przypadku ogdélnym zadowalamy sie znalezieniem
jakiegos, pojedynczego rozwigzania (o ile warunki zadania nie stanowig inaczej).

O funkcji f(x) zaktadamy, ze jest ciggta i — na ogot — rézniczkowalna odpowiednig ilos¢
razy.

Copyright © 2010-14,2019 P. F. Géra 9-2



Krotnos¢ miejsca zerowego

Méwimy, ze zg jest miejscem zerowym funkcji f(x) o krotnosci k, jezeli
w tym punkcie zeruje sie funkcja wraz ze swoimi pochodnymi do rzedu
k—1: f(z0) = f'(x0) = f"(x0) = --- = f*"1)(z0) = 0. Na przykiad
wielomian P(z) = z*—x3—1z24 2 ma jednokrotne miejsce zerowe w x =
—1, jednokrotne miejsce zerowe w x = 0O | dwukrotne miejsce zerowe
w z = 1. Natomiast funkcja f(z) = (22 — 1)sinh3z ma jednokrotne
miejsca zerowe w x = +1 i trzykrotne miejsce zerowe w = = 0.

Funkcja zmienia znak w otoczeniu miejsca zerowego o krotnosci nieparzy-
stej i nie zmienia znaku w otoczeniu miejsca zerowego o krotnosci parzy-
stej.
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Metoda bisekcji

Jezeli funkcja f(x) jest ciggta i jezeli znajdziemy dwa punkty, w ktérych
znak funkgji jest przeciwny, f(z1) - f(z>) < 0, jako przyblizenie miejsca
zerowego bierzemy Srodkowy punkt przedziatu [z, z2], x3 = (z1+x2) /2.
Ustalamy, w ktérym z przedziatow [z1, 3], [z3, z2] funkcja zmienia znak,
po czym powtarzamy catg procedure dla tego przedziatu. Procedure kon-
czymy, gdy znajdziemy x,, takie, ze |f(xzn)| < &, gdzie ¢ jest zadang do-
ktadnos$cig poszukiwania rozwigzania réwnania ().

Zbieznos¢ metody bisekcji jest liniowa, to znaczy, ze na ustalenie kazdego
kolejnego miejsca dziesietnego w rozwinieciu miejsca zerowego potrzeba
takiej samej liczby iteraciji.

Metoda bisekcji dziata dla miejsc zerowych o nieparzystej krotnosci i nie
dziata dla miejsc zerowych o krotnosci parzyste.
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Metoda requla falsi

Metoda reqgula falsi, czyli “metoda fatszywego potozenia®, jest jedng z naj-
czesciej stosowanych metod poszukiwania rozwigzan rownania (1). Punkt
wyjscia jest podobny do metody bisekcji: Jezeli funkcja f () jest ciggta i je-
zeli znajdziemy dwa punkty, w ktorych znak funkcji jest przeciwny,
f(x1) - f(xo) < 0O, jako przyblizenie miejsca zerowego bierzemy punkt
przeciecia siecznej przechodzacej przez punkty (x1, f(x1)), (a2, f(x2))
z 0sig OX:

_ flz)zo — f(x2)21
xr3 = : (2)
f(z1) — f(z2)
Jezeli | f(x3)| < e (¢ jak poprzednio), konczymy procedure. Jezeli nie,
wybieramy ten z przedziatow [z, x3], [x3, o], w ktdrym funkcja zmienia
znak | postepujemy analogicznie.
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Metoda siecznych

Metoda siecznych jest nagminnie mylona z metodg regula falsi. Punktem
wyjScia sg dowolne dwa punkty, dla ktérych f(x1) & f(xo). Prowadzimy
sieczng przez te punkty (bez wzgledu na znak f(xz1) - f(x2)), i jako x3
bierzemy miejsce zerowe tej siecznej, dane takze wzorem (2). W kolejnych
krokach bierzemy zawsze dwa ostatnie punkty, bez wzgledu na to, czy
funkcja zmienia znak.

Metoda siecznych i metoda reqgula falsi to sg inne metody! Metoda siecz-
nych moze by¢ zbiezna szybciej niz metoda regula falsi, ale — w odrdznie-
niu od regula falsi i metody bisekcji — w niektérych przypadkach zawodzi
(nie jest zbiezna do miejsca zerowego).
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Porownanie

Dia funkgji f(z) = z* 4+ 23 — z + £ sin(16z) z punktami startowymi
r1 = 0.8, zo = 1.2, metody zbiegaty sie do |f(0.879312)| < 107°,
przy czym liczba krokdéw wyniosta odpowiednio

metoda krokOw
bisekcji 17
regula falsi 8
siecznych 4
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Interpolacja odwrotna

Przypusémy, ze mamy stabelaryzowane wartosci funkcji w weztach:

z; L] 2o | 23| ... |z

| 21 | 22 | 23
fi=f@) || 1| f2| f3]--- | Jn

(3)
przy czym — wazne! — stabelaryzowane wartosci sg scisle monotoniczne,
fi > fo> > fn(ub f1 < fo < --- < fn). Skoro funkcja jest
monotoniczna, jest odwracalna, przy czym “wezty” i “wartosci” zamieniajg
sie miejscami:

Ji | Al fal fal].-- | fn

z;=f (f) | 21 |22 a3 | ... | 2n

(4)
Wartos¢ funkcji odwrotnej w zerze oznacza punkt, w ktéorym funkcja ma
miejsce zerowe! Aby znalez¢ przyblizone miejsce zerowe funkcji f(x),
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tworzymy wielomian interpolacyjny wedtug tabeli | obliczamy wartos¢
tego wielomianu, czyli przblizenia funkcji odwrotnej, w zerze.

Ze wzgleddw praktycznych interpolacje odwrotng stosuje sie dla niewiel-
kiej liczby weztow. Wynik interpolacji odwrotnej moze stuzy¢ jako punkt
startowy innych, bardziej doktadnych metod.

Jezeli prowadzimy interpolacje odwrotng opartg o dwa punkty, jest to row-
nowazne jednemu krokowi metody siecznych.
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Metoda siecznych i interpolacja odwrotna

T
interpolacja odwrotna

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
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Kryterium stopu

Wszystkie cztery przedstawione wyzej metody — metoda bisekciji, regula
falsi, metoda siecznych i interpolacja odwrotna — sg metodami iteracyj-
nymi, Kiedy wiec nalezy zatrzymac iteracje uznajgc, ze osiggneliSmy juz
wystarczajgcg doktadnosé w lokalizacji miejsca zerowego?

e Rozwigzujgc rownanie f(xz) = 0 mozemy przyjac, ze jesli znajdziemy
z takie, ze | f(Z)| < € < 1, gdzie ¢ jest z gbry ustalong doktadnoscia,
to = jest dostatecznie dobrym przyblizeniem miejsca zerowego. Jest
to kryterium naiwne, ale najczesciej stosowane.

e Zauwazmy, ze wszystkie te metody sprowadzajg sie do iteracyjnego
pomniejszania przedziatu, w ktérym znajduje sie poszukiwane miejsce
zerowe, roznigc sie jedynie sposobem pomniejszania tego przedziatu.
Wobec tego iteracje uznajemy za zakonczong, gdy przedziat zawiera-
jacy minimum stanie sie dostatecznie maty, |zn — z,_1| < € € 1,
gdzie xz,,_1, xn, Sg Kolejnymi iteratami.
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e Dodatkowo, dla metody siecznych, ktéra nie musi by¢ zbiezna, zakta-
damy najwiekszg dopuszczalng liczbe iteracji. Po przekroczeniu tej
liczby przyjmujemy, ze metoda nie osiggneta zbieznosci. Nie nalezy
sie natomiast martwi¢, gdy dtugosci przedziatbw chwilowo nam wzro-
sna: |zn — xp—1| > |rn—1 — x,—2|. Tak sie w te] metodzie moze
zdarzy¢ i nie musi to Swiadczy¢ o rozbieznosci metody.

e Dodatkowo, dla interpolacji odwrotnej, jesli uzyskany cigg wartoSci
funkcji przestaje by¢ monotoniczny, przerywamy iteracje, gdyz niespet-
nione sg zatozenia analityczne lezgce u podstaw metody.

Copyright © 2010-14,2019 P. F. Géra 9-14



Metoda Newtona

Przypusémy, ze prawa strona rownania (1) jest rézniczkowalna. Rozwijamy
te funkcje w szereg Taylora wokot pewnego punktu

flzo+0) ~ f(zo) + 6 f'(x0) (5)
a nastepnie zgdamy, aby lewa strona rozwiniecia znikata. Jak duzy
krok § powinniSmy wykonaé? § = —f(xzg)/f' (xg). Przyjmujemy, ze

przesuwamy sie do punkiu z1 = xg + ¢ i powtarzamy catg procedure.
Przesuwamy sie do kolejnego punktu — i tak dalej. Prowadzi to do iteracji

f(wn)
T = Tn — : 6
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Interpretacja geometryczna metody Newtona — metoda stycznych

X4 X3 X Xq

1 | | | |
0.8 1 1.2 14 1.6 1.8
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Kryterium zbieznosci

Zauwazmy, ze punkt staty iteracji (6)) jest rozwigzaniem réwnania f(x) =
0. Formalnie, jezeli funkcja

(7)

(i) jest ciggta oraz (ii) przeprowadza pewien przedziat domkniety [a, b] w ten
sam przedziat domkniety [a, b], to na mocy twierdzenia Brouwera iteracja
(6) ma w tym przedziale punkt staty, bedacy rozwigzaniem réwnania (1).

Problem lezy w spetnieniu warunku (ii)
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Metoda Newtona moze by¢ rozbiezna!

1.0 T T

0.4 F

-0.5 0.0 0.5

1.0

15

2.0 2.5
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Metoda Newtona moze prowadzi¢ do cykli
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Przykiad czterocyklu
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Inny przyktad cyklu

15 -

05

-05 +

-15 -
i

1 1 1 1 1
-2.5 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

VT x>0
—v/—x <0

Metoda Newtona zastosowana do funkcji f(z) = {

Copyright © 2010-14,2019 P. F. Géra 9-21



e Metoda Newtona jest zbiezna kwadratowo do jednokrotnych miejsc
zerowych (liczba iteracji potrzebnych do ustalenia kazdego kolejnego
miejsca dziesietnego zmniejsza sie o potowe).

e Jako kryterium zbieznosci, jak poprzednio, mozemy naiwnie przyjac
warunek | f(zn)| < € < 1 lub — lepiej — ze przedziat, w ktérym znaj-
duje sie minimum, jest juz dostatecznie maty: |z, — z,,_1| < ¢ < 1.
Dodatkowo, poniewaz metoda moze by¢ rozbiezna, nalezy przyjac
maksymalng dopuszczalng liczbe iteracji.

e Metoda Newtona jest tym szybciej zbiezna, im blize] poszukiwanego
miejsca zerowego lezy poczgtkowe przyblizenie. Jezeli poczgtkowe
przyblizenie jest “niedobre”, metoda Newtona moze zawiesc€.

e Metoda Newtona jest zbiezna liniowo do wielokrotnych miejsc zero-
wych.
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e Metode Newtona mozna tatwo uogdlni¢ na przypadek zespolony, acz-
kolwiek iteracja (6) zastartowana z rzeczywistego punktu poczatko-
wego dla rzeczywistej funkcji f(x) pozostaje rzeczywista.

e Istnienie wielocykli jest bardzo ciekawe, ale w praktyce nie stanowig
one “numerycznego niebezpieczenstwa”: zdecydowana wiekszo$¢ wie-
locykli jest niestabilna i szanse na trafienie na taki wielocykl sg rowne
zeru. Z drugiej strony mozna udowodni¢™, ze jesli badang funkcja jest
wielomian o0 nq réznych miejscach zerowych, a £ jest liczbg pierwsza,
metoda Newtona prowadzi do

N = % (n§ —na) (8)

roznych k-cykli.

“k. Skowronek, P. F. Gora, Acta Phys. Pol. B38, 1909 (2007)
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e Basenem atrakcji jakiego$ miejsca zerowego nazywam zbior punktow
o tej wtasnosci, ze metoda Newtona zastartowana z takiego punktu,
prowadzi do wskazanego miejsca zerowego. Granice basenéw atrak-
cji poszczegolnych miejsc zerowych w metodzie Newtona na ptasz-
czyznie zespolonej bardzo czesto sg fraktalne. Na tych wtasnie gra-
nicach lezg te wszystkie niestabilne wielocykle, o ktorych byta mowa
wyzej. Jezeli natomiast jaki$ wielocykl jest stabilny, numeryczne od-
krycie go moze by¢ réwnie wazne, co znalezienie miejsca zerowego.
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Wielomian ze stabilnym dwucyklem

f(z)=2>+32°-52+9

Imz
o
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Tiumiona metoda Newtona

W pewnych przypadkach — na przyktad aby uciec ze stabilnego wielocy-
klu — zamiast metody Newtona (6)) stosuje sie tfumiong metode Newtona
(ang. damped Newton method)

f(xn)
o 9
F/Can) ®
gdzie a € (0, 1]. Aby uciec z wielocyklu, na 2-3 kroki metode Newtona
zastepuje sie metodg ttumiona.

Iny — Tn —
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Metody wykorzystujace druga pochodna

Metoda Newtona opiera sie na rozwinieciu Taylora (5) do pierwszego rzedu.
Mozemy to uogdlni¢ na rozwiniecie do rzedu drugiego:

fao+0) = f(x0) +5 - /(o) + 5% f'(we). (10

Jak poprzednio, zgdamy, aby lewa strona znikata, co prowadzi do kroku

_ —F'(z0) £ [f'(20)]* — 2f(z0) " (x0)

5 (11)
f"(z0)
a dalej, po prostych przeksztatceniach, do iteracji
2f(zn)

(12)

Ip4+1 — In —

F(an) £ IF @n)]? = 2f (@n) £ (zn)

Copyright © 2010-14,2019 P. F. Géra 9-27



Znak w mianowniku (12) wybieramy tak, aby modut mianownika byt wiek-

szy . W odréznieniu od metody Newtona, metoda

12

moze prowadzi¢ do

zespolonych iteratow takze dla rzeczywistych wartosci poczgtkowych.
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Metoda Halleya

Inng metode daje zastosowanie metody Newtona do rownania
f(z)
()]

Kazdy pierwiastek f(x), ktéry nie jest miejscem zerowym pochodnej, jest
pierwiastkiem ¢g(x); kazdy pierwiastek g(x) jest pierwiastkiem f(x) (roz-
wigzaniem rownania (1)). Po przeksztatceniach algebraicznych otrzymu-
jemy iteracje

g(x) = =0. (13)

Qf(xn)f/(wn)
n — In — 14a
LT T S @) = Fon) £ () 142
lub w postaci alternatywnej
7 -1
f(xn) 1 f(wn) J (wn) . (14b)

Xr 1 — ITn — — .
PEETT fan) | f(an) 2f (xn)
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Uktady réwnan algebraicznych

Niech g:RN — RY bedzie funkcjg klasy co najmniej C1. Rozwazamy
rownanie

g(x) =0, (15)
formalnie rownowazne uktadowi rownan
g]_(.CU]_,CEQ,...,CEN) — O) (163-)
92(55]_,$2,---,33N> — 07 (16b)
gN($17:E27"°7$N) = 0. (16C)

Rozwigzywanie uktadéw réwnan algebraicznych jest trudne, gdyz geome-
trycznie oznacza znalezienie punktu (bgdz punktdw) przeciecia krzywych
16). O tych funkcjach na ogdét nic nie wiemy, zmiana jednej nie wptywa na
zmiane innej itd.
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Przykiad

W zaleznosci od parametrow, uktad réwnan

(x—20)° + (y —yo)* —7°
22 g2 2

0 (17a)
0 (17b)

moze mie¢ 0, 1,2, 3 lub 4 rozwigzania, co wiemy z “zainwestowania” do
analizy uktadu (17) naszej wiedzy z zakresu krzywych stozkowych.
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Interpretacja geometryczna
uktadu rownan

Punkt lezgcy pomiedzy
dolng gatezig czerwonej
hiperboli a niebieskim
okregiem odpowiada

15 ¢ 1 minimum lokalnemu funkcji
2 A L N G (patrz nizej).

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
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Wielowymiarowa metoda Newtona

Rozwijajgc funkcje g w szereg Taylora do pierwszego rzedu otrzymamy

g(x + 0x) ~ g(x) + Jox, (18)
gdzie J jest jakobianem funkcji g:
a .
I = 3" (19)
Ljlx

Jaki krok dx musimy wykonac¢, aby znalez¢ sie w punkcie spetniajgcym
rownanie (15)? Zadamy aby g(x + dx) = 0, skad otrzymujemy

ox = —J lg(x). (20)
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Prowadzi to do nastepujacej iteraciji:

Xpa1 = Xp — I H(xp)e(xp) - (21)

Oczywiscie zapis z = J~1g nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze z spetnia
rownanie Jz = g. Nie naleZzy konstruowac jawnej odwrotnosci jakobianu.

Uwaga: W metodzie (21) jakobian trzeba oblicza¢ w kazdym kroku. Ozna-
cza to, ze w kazdym kroku trzeba rozwigzywac inny uktad réwnan linio-
wych, co czyni metode do$¢ kosztowng, zwtaszcza jesli N (wymiar pro-
blemu) jest znaczne. Czesto dla przyspieszenia obliczen macierz J zmie-
niamy nie co krok, ale co kilka krokbw — pozwala to uzy¢ tej samej fak-
toryzacji J do rozwigzania kilku kolejnych réwnan Jz = g(x;). Jest to
dodatkowe uproszczenie, ale jest ono bardzo wydajne przy N > 1.
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Rozwigzywanie rownan nieliniowych a minimalizacja

Metoda Newtona czasami zawodzi ®. Poniewaz rozwigzywanie réwnan al-
gebraicznych jest “trudne”, natomiast minimalizacja jest “tatwa”, niektorzy
sktonni sg rozwazaé funkcje G:RY — R

GO =5 8601 = 5 (6 () (22)

i szukac jej minimum zamiast rozwigzywac (15). Globalne minimum G = 0

odpowiada co prawda rozwigzaniu

15

, jednak GG moze mie¢ wiele mini-

mow lokalnych, nie mamy takze gwarancji, ze globalne minimum G = 0
istnieje. Nie jest to wiec dobry pomyst.
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Metoda globalnie zbiezna

Rozwigzaniem jest potgczenie idei minimalizacji funkcji (22) i metody New-
tona. Przypusémy, iz chcemy rozwigzywaé réwnanie (15) metodg New-
tona. Krok iteracji wynosi

ox = —J 1g. (23)
Z drugiej strony mamy
oG 1 agj 8gj
— 97 . I I p— J:a. 24
oz 5 zj: (89@9‘7 + 9dj oz, zj: 719 (24)

a zatem VG = J1g.
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Jak zmienia sie funkcja G (22) po wykonaniu kroku Newtona (23)?

(VAT sx =glJ (—J—l) g=-glg<0, (25)

a zatem kierunek kroku Newtona jest lokalnym kierunkiem spadku GG. Jed-
nak przesuniecie sie 0 petng dtugos¢ kroku Newtona nie musi prowadzic
do spadku . Postepujemy wobec tego jak nastepuje:

1. w = 1. Oblicz /x.

2. Xtest = X; + w 0X.

3. Jesli G(xtest) < G(x;), t0
(@) Xi41 = Xest
(b) gotofT

4. Jesli G(xtest) > G(x;), 10
(@) w— w/2
(b) goto?

Jest to zatem forma ttumionej
(damped) metody Newtona.

Zamiast potowienia kroku, mozna
uzywac innych strategii poszukiwania
w prowadzgcych do zmniejszenia sie
wartosci G.

Jesli warto$¢ w spadnie ponizej
pewnego akceptowalnego progu,
obliczenia nalezy przerwac, jednak
gwarantuje, ze istnieje takie w, iz
w ox prowadzi do zmniejszenia sie G.
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Powyzsza metoda jest zawsze zbiezna do jakiegos minimum funkcji G, ale
niekoniecznie do jej minimum globalnego, czyli do rozwigzania rownania
15).

Jezeli znajdziemy minimum lokalne Gin > €, gdzie € > O jest pozadang
tolerancjg, nalezy sprobowac rozpoczgé¢ z innym warunkiem poczatkowym.
Jezeli kilka roznych warunkdéw poczagtkowych nie daje rezultatu, nalezy sie
poddac.

Szansa na znalezienie numerycznego rozwigzania uktadu rownan (15) jest
tym wieksza, im lepszy jest warunek poczgtkowy. Nalezy wobec tego za-
inwestowac catg naszg wiedze o funkcji g w znalezienie warunku poczat-
kowego; analogiczna uwaga obowigzuje w wypadku stosowania wielowy-
miarowe] metody Newtona (21).
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Bardzo wazna uwaga

Wszystkie przedstawione tu metody wymagajg znajomosci

analitycznych wzorow na pochodne odpowiednich funkgji.

Uzywanie powyzszych metod w sytuaciji, w ktérych pochodne

nalezy aproksymowac numerycznie, na ogot nie ma sensu.
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Wielowymiarowa metoda siecznych — metoda Broydena

Niekiedy analityczne wzory na pochodne sg nieznane, niekiedy samo ob-
liczanie jakobianu, wymagajace obliczenia N2 pochodnych czastkowych,
jest numerycznie zbyt kosztowne. W takich sytuacjach czasami uzywa sie
metody zwanej niezbyt Scidle “wielowymiarowg metodg siecznych”. Po-
dobnie jak w przypadku jednowymiarowym, gdzie pochodng zastepuje sie
ilorazem r6znicowym

g(z;y1) — g(z;)

g/($i+1> = ) (26)

Ti4+1 — 4
jakobian w kroku Newtona zastepujemy wyrazeniem przyblizonym: Za-
miast Jox = —g(x) bierzemy B Ax = —Ag. Macierz B jest przybli-

zeniem jakobianu, poprawianym w kazdym kroku iteracji. Otrzymujemy
zatem
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Xi+1 = x; — B; 1g(x;), (27)
natomiast poprawki B obliczamy jako
(Ag; — BAX;) (Ax;)T
(AXZ')T AXZ'
gdzie Ax; = x;41 —X;, Ag; = g(x;41) —g(x;). Poniewaz poprawka do
B, ma posta¢ iloczynu diadycznego dwu wektoréw, do obliczaniall
B;}lg(xi_l_l) mozna skorzysta¢ ze wzoru Shermana-Morrisona.

B,4+1 =B;+ , (28)

Metoda ta wymaga inicjalizacji poprzez podanie B oraz wektora x7. To
drugie nie jest niczym dziwnym; co do pierwszego, jesli to tylko mozliwe,
mozna przyja¢ B; = J(x1).

fCzyli tak naprawde do rozwigzywania pewnego uktadu réwnan liniowych!
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