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Osobliwe uktady réownan

Dany jest uktad rownan
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Jak tatwo sprawdzi¢, wyznacznik gtéwny tego uktadu réwnan wynosi zero,
a wiec uktad réwnan (1) nie ma jednoznacznego rozwigzania. Ale moze
ma on rozwigzanie niejednoznaczne? Aby tak byto, wszystkie jego wy-
znaczniki poboczne powinny znikaé. Sprawdzamy:
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a wiec uktad réwnan (1)) jest sprzeczny (nie ma rozwigzan). Z drugiej strony

uktad rownan
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ma rozwigzanie, ale jest ono niejednoznaczne (wszystkie wyznaczniki po-
boczne rownajg sie zero).
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Uktady rownan (1)) i (3) roznig sie tylko prawymi stronami: ich macierz jest
taka sama (i jest osobliwa). Widzimy, ze w przypadku osobliwej macierzy
uktadu réwnan to prawa strona decyduje, czy uktad ma rozwigzania, czy
tez ich nie ma; domyslamy sie, ze to, jakie prawe strony oznaczajg ist-
nienie rozwigzan, jakie za$ ich brak, musi jakos$ by¢ zwigzane z wtasnos-
ciami (osobliwej) macierzy uktadu réwnan. Wygodnie bytoby mie¢ metode
pozwalajgcg na zidentyfikowanie wektoréow, dla ktérych osobliwy uktad
rownan ma rozwigzania (wzory Cramera pozwalajg jedynie sprawdzic, czy
dana prawa strona prowadzi do istnienia rozwigzan). Metodg takg jest
SVD.
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Singular Value Decomposition

Twierdzenie 1. Dla kazdej macierzy A € RM*N A > N, istnieje fakto-
ryzacja

A = U [diag(w;)] V7, (4)

gdzie U € RM*N jest macierza kolumnowo ortogonalna, V. € RV*N jest
macierzg ortogonalng oraz w; € R, 1 = 1,..., N. Rozktad ten nazywamy
rozktadem wzgledem wartosci osobliwych (Singular Value Decomposition,
SVD). Jezeli M = N, macierz U jest macierzg ortogonalnag.
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Nie przedstawiamy tu algorytmu tej faktoryzacji — w razie potrzeby mozna
skorzystac z ktérejs ze sprawdzonych procedur bibliotecznych.

Ztozono$¢ obliczeniowa faktoryzacji SVD wynosi O(N3), ale wspétczyn-
nik przy wyrazie wiodgcym jest wysoki, wiec nie jest to metoda “z wyboru”
do rozwigzywania uktadéw réwnan. Znajduje ona jednak wazne zastoso-
wania w przypadku osobliwych lub Zle uwarunkowanych uktadéw réwnan.
Aby to zrozumieg, trzeba najpierw omowic algebraiczne wtasnosci tej fak-
toryzacii.
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Jadro i zasieg operatora

Niech A € RM*N Jadrem operatora A nazywam

KerA = {x e RY : Ax = 0}. (5)

Zasiegiem operatora A nazywam

RangeAz{yERM:er]RN:Ax:y}. (6)

Jadro i zasieg operatora sg przestrzeniami liniowymi. Jesli M = N < oo,
dim (Ker A) 4+ dim (Range A) = N.
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Sens SVD

Sens SVD najlepiej wida¢ w przypadku, w ktérym co najmniej jedna z war-
toéci w; = 0. Aby to zrozumieé, zobaczmy jak macierz A € RM*N
posiadajgca faktoryzacje (4), dziata na pewien wektor x € RV:

Ax = U [diag(w;)] V! x (7)

Dla ustalenia uwagi, niech wqy = 0, w;~1 # O.
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Przypomnienie z algebry ®

Macierz V € RV X jest macierza ortogonalna, co oznacza, ze jej kolejne
kolumny stanowia ortonormalng baze w R#V. Wektor

z=Vix (8)

stanowi rozktad wektora x w bazie kolumn macierzy V. Wyrazenie (/)
mozemy przepisac jako

Ax = U [diag(w;)] z, (9)
gdzie z spetnia (8).
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Sens SVD — przypadek 1

Przypusémy, ze wektor x jest rowny pierwszej kolumnie macierzy V. Wéw-
czas z = [1,0,0,...,0], gdyz x jest prostopadty do wszystkich kolumn
V poczynajgc od drugiej. W takim wypadku

o) 1
W9 0
0

Ax=TU w3 (10)

w N O

Zero z lewego gornego rogu macierzy diagonalnej zabije jedynke w wek-
torze po prawej stronie tej rownosci, a z kolei zera z tego wektora zabijg
niezerowe w;. Ostatecznie Ax = 0. Stalo sie tak dlatego, ze wektor x
byt rowny kolumnie macierzy V, odpowiadajgcej zerowemu wspotczynni-
kowi w;. Kolumny macierzy V, odpowiadajgce zerowym wspotczynnikom
w;, Stanowig baze w jgdrze operatora A.
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Sens SVD — przypadek 2

Niech teraz wektor x bedzie “dowolny”, to znaczy nie pozostaje w jakiejs
specjalnej relacji do macierzy V. Wéwczasz = VIx = [z1, 20, 23, ..., 2n] %,
a zatem z (9) mamy

0] Z1 0]
wo z2 (e ¥2p)
Ax=U w3 23 =U w323 . (1 1)
WN ZN WN<N

Wynikiem ostatniego mnozenia bedzie pewien wektor z przestrzeni R
Poniewaz pierwszym elementem wektora [0, wozo, . .., wyzn]? jest zero,
wynik ten nie zalezy od pierwsze| kolumny macierzy U. Kolumny macierzy
U s3g wzajemnie ortogonalne, a wektor Ax nie zawiera przyczynku wzdtuz
wektora bedacego pierwszg kolumng U, a jedynie przyczynki od wektoréw
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prostopadtych do tej kolumny. Widzimy zatem, ze kolumny macierzy U,
odpowiadajgce niezerowym wspotczynnikom w;, stanowig baze w zasiegu
operatora A.

Dla macierzy osobliwych sens SVD sprowadza sie do konstrukcji baz w jg-
drze | w zasiegu takie] macierzy. Jak za chwile zobaczymy, mozna to
uogdlni¢ na przypadek macierzy nieosobliwych, ale bardzo Zle uwarun-
kowanych.
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Przykiad

Macierz uktadéw réwnan (1)) i (3) ma nastepujacy rozktad wzgledem wartosci osobliwych:
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Widzimy, ze wektor [1, 1, 1]7 rozpina jgdro tej macierzy, natomiast kombinacje liniowe
wektorow [—1,2, —1]7, [-1, 0, 1]* stanowig jej zasieg.

Poniewaz rozwazana macierz jest symetryczna i rzeczywista (i nieujemnie okreélona), jej
rozktad SVD jest zarazem jej rozktadem diagonalnym (w przypadku ogdlnym taka zgod-
nos¢ nie zachodzi).
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SVD i odwrotnos$¢ macierzy

N
Niech A € RV*N, Zauwazmy, ze |det A| = [] wi, a zatem det A = 0 wtedy i tylko
1=1
wtedy, gdy co najmniej jeden w; = 0. Niech det A %= 0. Wowczas rownanie Ax = b
ma rozwigzanie postaci

x = A"'b =V [diag(w; )| U'b. (13)

Niech teraz det A = 0. Rdwnanie Ax = b fakze ma rozwigzanie, o ile tylko b €
Range A. Rozwigzanie to ma posta¢ x = A~1b, gdzie

A~' =V [diag(w; 1)] U . (14a)
gdzie
-1 .
0 gdy w; = 0.
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SVD i macierze osobliwe

Wroemy jeszcze raz do problemu osobliwych (z zerowym wyznacznikiem
gtdbwnym) uktadéw rownan, wspomnianego juz na stronie 14, Jezeli
det A = 0, uktad réwnan z catg pewnoscig nie ma jednoznacznego roz-
wigzania. Moze jednak mieC rozwigzanie (a nawet nieskonczenie wiele
rozwigzan), jezeli prawa strona nalezy do zasiegu A. Jest to rbwnowazne
warunkowi, ze wszystkie wyznaczniki poboczne we wzorach Cramera ze-
rujg sie. Wowczas rozwiazaniem uktadu réwnan jest kazdy wektor postaci

X:A_1b+Xo, (15)

gdzie A1 jest pseudoodwrotnoscia dang przez (14), za$ xg € KerA jest
dowolnym wektorem nalezgcym do jgdra. Rozwigzanie z xg = O ma spo-
srod nich najmniejszg norme. Zauwazmy, ze na wektory nalezgce do za-
siegu, pseudoodwrotno$¢ dziata jak zwykta odwrotnos$¢ macierzy.
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Jezeli b nie nalezy do zasiegu, wyrazenie

15

z xg = 0 daje rozwigzanie

przyblizone i najlepsze w sensie najmniejszych kwadratow, co niekiedy jest

bardzo uzyteczne.
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Przyktad

Zastosowanie pseudoodwrotnosci

L1
L2
L3

14

1
2

g
O
1

do uktadu (3) daje

(16)

W tym wypadku pseudoodwrotnos$¢ zachowuje sie jak odwrotnosé (prawa

strona rownania (3) nalezy do zasiegu) i rozwigzanie

Do rozwigzania

16

nalezgcy do jadra.

16

jest Sciste.

mozna doda¢ dowolny wektor postaci [a, a, o], a wiec
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SVD i wspotczynnik uwarunkowania

Twierdzenie 2. Jezeli macierz A € RVN*YN posiada rozktad (4) oraz det A # 0, jej wspdt-
czynnik uwarunkowania spetnia

max | w;| 1)

K= —-.
min |w;]|
7

Jesli macierz jest zle uwarunkowana, ale formalnie odwracalna, numeryczne rozwigzanie
rownania Ax = b moze by¢ zdominowane przez wzmocniony btad zaokrgglenia. Aby
tego unikna¢, czesto zamiast (bezuzytecznego!) rozwigzania doktadnego (13), uzywa sie
przyblizonego (i uzytecznego!) rozwigzania w postaci z nastepujacg modyfikacjg
’LT)._]' — {wil gdy |wl| > T, (18)
0 gdy |wi| < 7,

7

gdzie T jest pewng zadang tolerancja.
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Przykiad

[ 0.666666667
—0.166666666
—0.333333333

T 0.666666667
—0.166666666
| _0.333333333

—0.166666666
0.166666667
—0.166666666

—0.166666666
0.166666667
—0.166666666

—0.333333333
—0.166666666
0.666666667

—0.333333333
—0.166666666
0.666666667

x1
Z2
3
x1
Z2
3

Mamy rozwigzac nastepujgce dwa uktady rownan:

1.284457048
—0.577350273
—0.129756514

1.284457052
—0.577350265

| —0.129756510

19a)

19b)

Rownania te réznig sie tylko prawymi stronami, przy czym norma roznicy
prawych stron jest rzedu 10—8. Btad takich rozmiaréw tatwo moze poja-
wi¢ sie w wyniku jakich$ poprzednich obliczeh lub na skutek niepewnosci
danych “zewnetrznych”, z ktérymi pracujemy.

Macierz w uktadach réwnan (19
a jej czynnik Cholesky’ego wynosi

jest symetryczna i dodatnio okreslona,
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0.816496581
—0.204124145 0.353553392 (20)
| —0.408248290 —0.707106777 0.000077460 |

Rozwigzania réwnan (19) za pomoca faktoryzacji Cholesky’ego majag po-
stac

[ —0.179434106 | [ 3.903048668 |
X, = | —5.237183389 |, X, = | 2.927782158 | . (21)
| —1.593647668 | | 2.488835105

Roznica rozwiazan jest, co do normy, rzedu 10, czyli jest rzedu 10° razy
wieksza, niz réznica prawych stron.
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Faktoryzacja SVD macierzy z uktaddéw (
golne tej macierzy sg w przyblizeniu réwne 1

1

19) pokazuje, ze wartosci szcze-
, 5,107, Jesli do rozwigza-

nia uktadéw réwnan (19) zastosowaé pseudoodwrotno$é (18) (r = 1079),

w obu wypadkach otrzymamy

1.861807320 |
x= | —1.154700538 | .
0.447593757 |

22) jest jedynie przyblizonym rozwigzaniem réwnan (19). Jest ono jednak

(22)

bardziej uzyteczne, niz “Sciste” rozwigzania (21). Te dwa ostatnie najwy-
razniej sg zdominowane przez btad, jaki wystgpit wzdtuz kierunku odpo-
wiadajgcego najmniejszej wartosci szczegdlnej macierzy. Nie wiemy —

| nie mamy sposobu, aby to stwierdzi¢ — ktére z dwu rozwigzan (21

“poprawne”. Przyblizone rozwigzanie

22

jest

PO prostu ignoruje wptyw tego
Kierunku, a wiec i zaburzen wzdtuz niego wystepujacych.
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Zauwazmy, ze jesli podstawimy rozwigzanie (22) do lewych stron réwnan
19), w obu wypadkach otrzymamy

1.2844571 |
—0.5773503 (23)
| —0.12975654 |

Norma réznicy tego wektora i obu prawych stron rownan (19) wynosi w przy-
blizeniu 6.664 - 1078,
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Nadokreslone uktady réwnan

Niech A ¢ RM*XN pr > N, b e RM, x € RY. Wéwczas uktad réwnan
Ax =b (24)

ma wiecej rownan, niz niewiadomych. Uktad taki, zwany nadokreslonym,
w 0gdlnosci nie ma rozwigzan. Za pomocg SVD mozna jednak znalez¢
jego rozwigzanie przyblizone. Mianowicie

HA (A‘lb) — b||2 = minimum, (25)

gdzie A1 jest pseudoodwrotnoscia (14). Widzimy, ze A—1b jest przy-
blizonym, najlepszym w sensie najmniejszych kwadratow rozwigzaniem
uktadu (24). Metoda ta jest powszechnie uzywana w liniowym zagadnieniu
najmniejszych kwadratow.
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Przykiad

Ceny doméw w Portland.

W pliku znajdujg sie dane dotyczgce cen domow. Cena zalezy od powierzchni uzytkowej
domu i od liczby sypialni. Mamy do dyspozycji 47 danych. Chcemy sie dowiedzieé, ile
powinna wynosi¢ cena domu o powierzchni 1650 sq. ft, z trzema sypialniami. Rysunek
przedstawia dostepne dane:

7x10°
6x10° |
5x10° |
cena4 x 10°
3x10° |
2x10° |
1x10° |-

“Przyktad pochodzi z kursu Machine Learning na Uniwersytecie Stanforda. Dane sg
autentyczne.
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Widzimy, ze dane w przyblizeniu uktadajg sie na pewnej ptaszczyznie. Pro-
ponujemy wobec tego model:

cena = 0 + powierzchnia - 61 + sypialnie - 65 (26)

Réwnania tego typu powinny by¢ spetnione dla wszystkich dostepnych da-
nych:

0o + p161 + 8102 = ¢q (27a)
0o + pP2f1 + 5202 = cCo (27b)
0o + Pa701 + Sa702 = Ca7 (27¢)

Jest to uktad 47 rbwnan na trzy niewiadome (6g, 61, 60>) i jest niezwykle
mato prawdopodobne, ze uda sie go rozwigzac Scisle, to znaczy tak, aby
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kazde z rownan (27a)) byto scisle spetnione. Musimy zadowoli€ sig¢ rozwig-
zaniem przyblizonym.

W postaci stabelaryzowanej dane majg postaé

Nr | powierznia | sypialnie cena
1 2100 3 || 399900
1600 3 || 329900

3 2400 3 || 369000
45 852 2 | 179900
46 1852 4 | 299900
47 1203 3 || 239500

Uwaga: W$&rdd danych wejsciowych, jedna (powierzchnia) przybiera warto$ci rzedu ty-
siecy, druga (sypialnie) rzedu jednosci. Moze to, potencjalnie, byé zrétem btedéw nume-
rycznych. Dlatego dane warto znormalizowaé, to znaczy odja¢ od nich wartosci $rednie
poszczegoblnych wielkosci i podzieli¢ przez odchylenia standardowe.
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Rownania (27a) zapisujemy w postaci macierzowe;:

X-0=c, (28)
gdzie
1 p1 sy ]
1 po s2
1 p3 s3
X = .
1 pas s45
1 pse sae
| 1 pa7 sar
6 = [0p,61,02]", c = [c1,¢c2,¢3,. .., cas5, cap, carl?, @ pi, si, ¢; S8 (znor-

malizowang) powierzchnig, liczbg sypialni i ceng i-tego domu. X jest ma-
cierzg o 47 wierszach i 3 kolumnach; pierwsza kolumna macierzy X za-
wiera same jedynki.
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Korzystajgc z naszego ulubionego pakietu obliczajgcego faktoryzacje SVD
macierzy X, do rownania (28) stosujemy pseudoodwrotnosc¢ (14)) i znajdu-
jemy optymalne rozwigzanie przyblizone

~

Nastepnie podstawiamy (znormalizowane) dane wejsciowe (p = 1650, s =
3) i (po denormalizaciji) uzyskujemy odpowiedz, iz taki dom powinien kosz-
towac Ogpt - [1,p, s]! = $293081.46.
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