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Faktoryzacja Cholesky’ego

Niech A € RVXN pedzie symetryczna, AL = A, i dodatnio okre$lona:
vx e RV x#0: xI'Ax > 0. (1)
Wowczas istnieje alternatywa dla faktoryzacji LU: faktoryzacja postaci
A =ccl, (2)

gdzie C jest macierzg tréjkatng dolng o elementach diagonalnych wigk-
szych od zera. Znalezienie faktoryzacji Cholesky’ego jest mniej wiece;
0 potowe szybsze, niz znalezienie faktoryzacji LU tej same] macierzy.
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Najprostszy algorytm jest bardzo podobny do algorytmu Doolittle’a:

C11 [ c11 c21 c31 ca1
C21 €22 C22 €32 €42
C31 €32 (€33 C33 €43
C41 C42 C43 C4a4 C44
. ) = Nl =
WV WV
C Cr

Pierwsza kolumna macierzy A daje
2

aii
az1
as1
asl

az1
az2
a32
aq2

asi
as2
a33
a43

a41
a42
a43
Q44

~
A

€11 — d11
C21C11 = a1
c31€11 = a31 (4)
C41C11 = 0a41
Z pierwszego z tych réwnan obliczamy c1 1, z kolejnych ¢»1, ¢37 itd.
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Druga kolumna daje

, 011051 = ani

c51 T ¢35 = a2
c31¢21 + C32¢020 = a3z»2 ()
C41C21 + C42C20 = a4

Pierwsze z rownan (9) jest identyczne z drugim z réwnan (4). Drugie z row-
nan pozwala na wyliczenie cy». Dalsze réwnania pozwalajg wyliczyé

¢392, 4o itd.
| tak dale].

Z uwagi na symetrie problemu, przy obliczaniu faktoryzacji Cholesky’ego
nie jest mozliwy wybér elementédw podstawowych. Z uwagi na kolejnosc
obliczen, obliczone czynniki Cholesky’ego mozna przechowywac w tym
samym miejscu, co elementy pierwotnej macierzy A.

Copyright © 2010-18 P. F. Géra 3—4




Faktoryzacja LDL

Jezeli macierz spetnia zatozenia potrzebne do przeprowadzenia faktoryza-
cji Cholesky’ego, mozna takze znalez¢ jej inng faktoryzacje:

A=LDLT". (6)

gdzie L jest macierzg trojkatng dolng o tej wtasnoséci, ze Vi: [;; = 1, nato-
miast D jest macierzg diagonalng o dodatnich elementach. Zaletg faktory-
zacji LDL w stosunku do faktoryzacji Cholesky’ego jest to, iz do znalezienia
LDL nie potrzeba pierwiastkowan.
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Macierze rzadkie

W wielu praktycznych zastosowaniach wystepujg macierze rzadkie, to zna-
czy takie, w ktorych liczba elementdéw niezerowych ro$nie wolniej niz N2,
gdzie N jest wymiarem macierzy. Na przyktad w macierzy tréjdiagonalnej
liczba niezerowych elementdéw skaluje sie jak O(3N), a w macierzy pa-
smowej o P dodatkowych diagonalach jak O((2P + 1)N). Mozliwe sg
takze inne struktury macierzy rzadkich.
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Macierze rzadkie i efektywnos¢ numeryczna

Dla efektywnosci numerycznej jest niestychanie wazne, aby zastoso-
wany algorytm uwzgledniat strukture macierzy, tak, aby nie trzeba byto
wykonywac redundantnych mnozen przez zero i dodawan zera, a nawet
zeby nie przechodzi¢ przez zerowe elementy.

e Dla macierzy trojdiagonalnej faktoryzacji LU dokonujemy w czasie li-
niowym, O(N), ale za to niemozliwy jest wybdr elementu podstawo-
wego.

e Jezelimozliwa jest faktoryzacja Cholesky’ego macierzy M -diagonalnej,
takze jej czynnik Cholesky’ego bedzie M-diagonalny. Moze jednak
pojawi¢ sie niekorzystne zjawisko, zwane wypetnieniem: Jezeli sama
macierz ma zera “wewnairz” pasma, jej czynnik Cholesky’ego nie musi
ich mie¢, co moze bardzo niekorzystnie wptyng¢ na wydajnos¢ nume-
ryczng.
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Przykiad

Czynnik Cholesky’ego nastepujgcej macierzy rzadkiej

(niewypetnione elementy sg zerami) bedzie macierzg pefna.
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Minimum Degree Algorithm™

Niech A € RV*XN bedzie macierza posiadajaca faktoryzacje Cholesky’ego,
dla ktérej zachodzi niebezpieczenstwo pojawienia sie wypetnienia. Wypet-
nienie zalezy od struktury macierzy, nie od wartosci jej poszczegolnych
elementéw. Zamiast rownania

Ax =D (8a)
mozemy rozwigzywac réwnanie
(PAPT) (Px) = Pb (8b)

gdzie P jest macierzg permutacji. (Jest to macierz ortogonalna.) Jesli
A jest symetryczna i dodatnio okreslona, takze macierz PAP? jest sy-
metryczna i dodatnio okreslona, a wiec posiada ona swojg faktoryzacje
Cholesky’ego. Macierz P staramy sie dobrac¢ tak, aby wypetnienie w czyn-
niku Cholesky’ego spermutowanej macierzy byto mozliwie mate. Problem
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znalezienia permutacji takiej, aby wypetnienie byto najmniejsze z mozli-
wych jest NP-zupetny, w praktyce do poszukiwania P postugujemy sie al-
gorytmami heurystycznymi. Z historycznych powodow, z uwagi na zwig-
zek pomiedzy macierzami symetrycznymi a grafami (struktura zerowych-
niezerowych elementow pozadiagonalnych macierzy symetrycznej odpo-
wiada macierzy sgsiedztwa pewnej klasy grafow nieskierowanych), algo-
rytmy te nazywa sie minimum degree algorithms. Przeglad tych algoryt-
moéw wykracza, niestety, poza zakres wyktadu ze wstepu do metod nume-
rycznych.

Jezeli znalezienie efektywne] permutacji nie wydaje sie tanie i wygodne,
mozna rozwazyC uzycie zupetnie innej klasy algorytmow, na przyktad al-
gorytmow iteracyjnych.
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Przykiad

Macierz po prawej stronie stanowi optymalng permutacje macierzy po lewej. W obu
macierzach 32 elementy (doktadnie potowa) jest pusta. Gdyby zastosowac faktoryzacje
Cholesky’ego do macierzy po lewej, czynnik trojkgtny miatby tylko 4 (zamiast 16)
elementow zerowych. Czynnik Cholesky’ego macierzy po prawej bedzie miat 13
elementéw zerowych (trzy elementy sie wypetnia).
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Faktoryzacja QR

Innym rodzajem faktoryzaciji jest faktoryzacja QR: dang macierz A € RV*N
przedstawiam w postaci iloczynu

A=QR, (9)

gdzie Q) jest macierzg ortogonalng, a R jest macierzg tréjkgtng gorng. Zto-
z0no$¢ obliczeniowa faktoryzacji QR wynosi dla macierzy petnych O(N3),
czyli tyle samo, co faktoryzacji LU, jednak wspoétczynnik przy wyrazie wio-
dacym jest gorszy niz dla LU. QR nie jest wiec metodg “z wyboru” roz-
wigzywania uktaddéw rownan liniowych. Jesli jednak z jakich$ wzgledéw
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faktoryzacje QR mozemy tatwo (lub musimy) obliczy¢, uktad réwnan linio-
wych rozwigzujemy jak nastepuje:

Ax = b (10a)
QRx = b (10b)
Rx = Qb (10c)

Koszt obliczeniowy przejécia od (T0b) do (T0c) wynosi O(N?). Réwna-

nie

10c

rozwigzujemy metoda backubstitution, co takze kosztuje O(N?2).

Jest to wiec koszt maty w porownaniu z dokonaniem samej faktoryzaciji.

Pozostaje pytanie: Jak dokonac tej faktoryzaciji?
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Transformacja Householdera

Niech u € RY, u % 0. Tworzymy macierz

T

W sposéb oczywisty P = P. Obliczmy

T T
P2 — (]1-2%) (]1-2%)
|ul| |ul]

2
[a]l

~SN
. uuT uuT +4u uTu uT
T T T 4
[a] [u] [a]
. U.U.T 4 41111T
BTN Mall2
[u] [u]

= I (12)
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Skoro P? = P oraz P2 = I, P! = P—1: macierz (11) jest macierza
symetryczng, rzeczywistg oraz ortogonalng. Macierz takg nazywamy or-
togonalng macierzg rzutowsa.

Niech teraz w (11

u=x7 x| e, (13)

gdzie €1 jest pierwszym wektorem jednostkowym. Macierz (11) wraz z (13
nazywam macierzg Householdera. Obliczam

ouulx

2
[u]

Zauwazmy, ze ulx = xI'x F ||x|| e{x = 1x]|? F ||x|| z1, gdzie =1 jest
pierwszg sktadowg wektora x.

(14a)

Px =x —

T
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Analogicznie |[ul® = (x ¥ |x] &))" (x FIIx][é1) = xTx F ||x[|z1 F
Ix|| 21 + lIx[|* = 2 ([Ix]|* F I|x|| z1). Wobec tego

2u ([[x)1? F fIx]| 1)
2 (I1x)1? F lIx]| 1)
Efektem dziatania macierzy Householdera na wskazany wektor jest wy-
zerowanie wszystkich jego sktadowych, poza pierwszg, i “przelanie” catej

jego dtugosci na pierwszg sktadowa. Ztozonos¢ obliczeniowa tej procedury
wynosi O(N).

=x—u==|x||e]. (14Db)
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Faktoryzacja QR

Niech A € RV*N_ Niech P; oznacza transformacje Householdera zbu-
dowang na pierwszej kolumnie macierzy A. Otrzymuje

P{A = A4 (15)
(o o o o | (6 o o o |
e o o o e o o
Pi| o o o o = o o o
o o o o o o o

Transformacja Householdera P wyzerowata pierwszg kolumne macierzy
A, za wyjagtkiem elementu diagonalnego. Ztozonos¢ obliczeniowa tego
kroku wynosi O(N?) (transformacja Householdera dziata na N kolumn).
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Niech teraz

1
0

P,=| 0
0 (N—l)P2
0

(16)

gdzie (V=L p, ¢ RIV-1)x(N~-1) jest transformacja Householdera, zbu-
dowang na drugiej kolumnie macierzy A1, poczynajac od elementu diago-

nalnego w dét. Otrzymujemy

P>P1{A =PrA1 =Ar =

(17)
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Nastepnie definiuje

o O

o O

o o

OO OO0 o —
O OO — 0O

0

(N-2)p,

(18)

gdzie (N=2)p5 ¢ RIV=2)x(N-2) jest transformacja Householdera, zbu-
dowang na trzeciej kolumnie macierzy A, poczynajgc od elementu diago-
nalnego w doét. Stojgca w lewym gornym rogu macierz jednostkowa stuzy
do tego, zeby nie zepsuc struktury, ktérg osiggnelimy w poprzednich kro-
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kach. Otrzymujemy

e o o o
e O ©o
P3P>P{A = P3As, = A3z = o o (19)
o
Widac, ze po N —1 krokach osiggne
[ e O ©o o |
o O [
R = ® o :\PN_lPN_Q---P];A (20)
o

R jest macierzg trojkatng gorng. Poniewaz macierze P; sg ortogonalne,
ich iloczyn, oznaczony przez Q! takze jest macierza ortogonalng. Nie
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musimy zapamietywac poszczegdlnych macierzy P;, wystarczy zapamie-
ta¢ ich iloczyn.

OtrzymaliSmy zatem dla dowolnej macierzy kwadratowej faktoryzacje na
macierz ortogonalng i trojkgtng gorna:

A =QR, (21)
czyli poszukiwang faktoryzacje QR.

Nie jest to jedyny algorytm pozwalajgcy uzyskac faktoryzacje QR, poka-
zuje jednak, ze jest ona w ogolnym (czyli dowolnym) wypadku mozliwa.
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Obroty Givensa

Transformacja Householdera stuzy do zerowania wielu sktadowych jakie-
gos wektora. Jezeli chcemy selektywnie wyzerowac jakie$ sktadowe —
lub jesli interesujgcy nas wektor ma jakas szczegdlng postaé — bardziej
efektywne od transformacji Householdera bedg obroty Givensa.
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Macierz Givensa ma postac (niezaznaczone elementy sg zerami)

1 _

G(i,j) = | 1 (22)

1

gdzie wyrdznione elementy znajdujg sig na pozycjach, odpowiednio, (i, 1),
(4,75), (4,7), (4,7). Przyjmujemy, ze ¢ = cosé, s = sinf. Macierz (22
jest macierzg obrotu w ptaszczyznie (x;, ;) 0 kat 6 przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara. Jest to macierz ortogonalna.
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Niech x bedzie pewnym wektorem i niech y = G(4, 7)x. Sktadowe wek-
tora y wynosza

( cr; + ST k=1
Yp = § —sz;+cx; k=] (23)
| Tk poza tym

Zazgdajmy, aby y; = 0. Widag¢, ze musi zachodzi¢
. T; _ Lj

FER T
Obrét Givensa (22) wraz z warunkami (24) zeruje j-tg sktadowg wybranego
wektora. Sktadowa i-ta przybiera wartos$é \/xf + 22,

(24)

C S
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Faktoryzacja QR macierzy tréjdiagonalnej symetrycznej

Rozpatrzmy macierz A € RV >V trojdiagonalng symetryczna

a
b

o Qo

A= (25)

Q O

g
h 1

Zadziatajmy na nig macierzg Givensa takg, aby zerowata drugi element
pierwszej kolumny

c1 S1
—81 Cq
G = 1 (26)
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/a2 + b2 ab-+bd |
\/ 2_|_b2 \/ 2_|_b2

ad—b?
A =G{A = Va 2+b2 Va 2+b2 (27)
g

g h

Wiersze macierzy A, poczagwszy od trzeciego w dot zgadzajq sie z wier-
szami macierzy A. OQObliczenie macierzy A; wymaga wykonania statej,
niezaleznej od rozmiaru macierzy, liczby operacji. W wyniku otrzymalismy
macierz, w ktorej poddiagonalne elementy pierwszej kolumny sg zerami.
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Macierz A1 mnozymy przez macierz Givensa

1

co 89
Go = —85 €9 (28)
1

dobrang tak, aby zerowata trzeci element drugiej kolumny macierzy A;.
Pierwszy wiersz i pierwsza kolumna nie zmieniajg sie, podobnie jak wier-
sze poczagwszy od czwartego. W rezultacie macierz A, = GoA1 =
G->G1A ma zera w poddiagonalnych miejscach dwu pierwszych kolumn.
Ten krok takze wymaga statej, niezaleznej od rozmiaru macierzy, liczby
operacji.

W kolejnym kroku macierz A, mnozymy przez takg macierz Givensa, ktéra
wyzeruje czwarty element trzeciej kolumny. | tak dalej.
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W ten sposob, po N —1 krokach, ponoszac koszt numeryczny O(N) (staty
koszt na krok, ~ N krokéw), otrzymujemy

e O ©o
o O o
Gy 1 GoGlA=R= R (292)
o o
- ‘ -
czyli
A=G{G5 -Gy iR (29b)
Q

Macierz QQ jest ortogonina. Macierz R jest trojkatna gérna (tak naprawde
ma ona tylko dwie niezerowe diagonale nad diagonalg gtdbwng). Widzimy,
ze (29b) jest faktoryzacjg QR macierzy trojdiagonalnej symetryczne,.
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Zastosowanie do rozwigzywania uktadu rownan liniowych

Jezeli chcemy uzy¢ obrotéw Givensa do rozwigzania uktadu réwnan linio-
wych

Ax=b, (30)

gdzie A jest trojdiagonalng macierzg symetryczng, postepujac jak poprzed-
nio otrzymujemy kolejno

GiAx = Gib (31a)

G-oG1Ax = G»-G1b (31b)

GN_l---GQGlAXERX = GN_l---GQGlb. (31¢c)
Oczywiécie istotne jest tylko rownanie (31c) — lewych stron poprzednich

rownan nie musimy wylicza¢. Kazde kolejne mnozenie po stronie prawej
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wykonujemy w statym czasie, a wiec do postaci Rx = b dochodzimy
w czasie O(N). To réwnanie rozwigzujemy metodg backsubstitution, co,
z uwagi na szczegolng posta¢ macierzy R, takze da sie wykona¢ w czasie
liniowym.

Przyktad ten pokazuje, ze mozemy odnies¢ duzy zysk na
ztozonoSci obliczeniowej, jesli tylko dobierzemy odpowiedni
algorytm odpowiadajacy strukturze — w tym wypadku
rzadkosci i symetrycznosci — macierzy.

Uwaga: Skumulowanej macierzy Givensa Q nie musimy wyliczaé w spo-
s6b jawny — gdybysmy to chcieli zrobié, wymagatoby to O(N?) operacii.
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Wzor Shermana-Morrisona

Twierdzenie: Niech A € RVXN det A # 0 oraz u,v € RY. Niech
A1 = A +uvl. Wéwczas

A luvTA-L

—1 _ A—1
AT =AT- 1+ vIiA-1lu

(32)

Zauwazmy, ze poniewaz det A # 0, macierz A~ ! istnieje. Ponadto wyra-
zenie v A~ 1u jest liczbg (skalarem).

Wz6r ten jest przydatny w przypadku, gdy chcemy wyliczyé A%, gdzie
A1 jest pewna szczegding modyfikacja macierzy A, a odwrotno$c A1
znamy.
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Przykiad

Niechu =v = [1,0,0,0, 1]%. Wéwczas

1][1 00 0 1] 1 0001
0 00000
uv! =0 =|00000O0 (33)
0 00000
1 1 0001
Niech teraz
31000 4100 1
14100 14100
A=|01410]|, Ai=A+4+u'!’=]01410
00141 00141
00013 1001 4
) ) ) - (34)
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Dowdd.

A~ luvlA—1
T —1
(A + uv ) (A B VTA—1u>

1
— —1 —1 T A —1 T A —1
= AA" " — 1—|—VTA—1uAA uv' A" 4+uv' A
1
. —— u yTér_lu VTA—l
1+viA™ u to jest liczba!
_ 1 T A —1 T A —1 viA~lu T A —1
=1 - . —|—VTA—1uuv A " 4+uv A7~ — 1—|—VTA—1uuv A
1 VTA_]'u T 1
=1 1 — — A " =1. 35
T ( 14+vIiA-1lu 1+ VTA—111> i (39)

[]
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Algorytm Shermana-Morrisona

Wzdr Shermana-Morrisona (32) pozwala skonstruowa¢ odwrotno$¢é ma-
cierzy A jeSli znamy odwrotno$¢ A. Jednak w praktyce prawie nigdy
nie konstruujemy jawnej odwrotnosci macierzy! Jak wiec zastosowac ten
wzor?

Zauwazmy, ze zapewne chcemy obliczyC jakie$ Aflb, gdzie b jest zna-
nym wektorem, przy zatozeniu, ze tatwo potrafimy obliczyé A~1b. Intere-
suje nas znalezienie

(36)

A luyvliA—l
A —1y _ -1
A — A1 b = <A — >

1+ vIiA—1lu
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Algortym wyglada nastepujaco:
(a) Rozwigz réwnanie

Az =D (37a)
(b) Rozwigz réwnanie
Aq=u (37b)
(c) Oblicz
vlz
W:z—1+quq. (37¢)

Problem sprowadza sie wiec do rozwigzania dwu réwnan (37a),(37b) z ta-
kg samg macierzg, ktére umiemy szybko rozwigzac, gdyz — na przyktad
— znamy faktoryzacje macierzy A. Zauwazmy, ze v A~1b = v1z jest
liczbag.
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Przyktad (c.d.)

Pierwsza z macierzy (34) jest macierzg symetryczng, dodatnio okreslong
| trojdiagonalng, a wiec jej czynnik Cholesky’ego ma tylko dwie niezerowe
diagonale, a koszt jego wyliczenia jest rzedu O(N). Czynnik Cholesky’ego
drugiej z tych macierzy jest petng macierzg trojkgtng (nastgpi wypetnienie)
i koszt jego wyliczenia jest rzedu O(N3) (wyobrazmy sobie, ze zamiast
0 macierzach 5 x 5, mowimy o macierzach 1000 x 1000). Zastosowanie
algorytmu (37) redukuje problem do znalezienia i dwukrotnego zastosowa-
nia rzadkiego czynnika Cholesky’ego pierwszej z macierzy (34). Da sie to
zrobi¢ w czasie liniowym.
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