Wstep do metod numerycznych
Zagadnienia wstepne
Uwarunkowanie

P. F. Géra
http://th-www.i1if.uj.edu.pl/zfs/gora/

2018


http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/

Zrodta bledéw numerycznych

Wyniki obliczen numerycznych obarczone sg btedami. Ich najwazniejszymi
zrodtami sg

1. Btedy grube, pomytki — zawinione przez cztowieka. Czasami trudno
je wyeliminowac, ale teoretycznie wszystkie mozna usung¢, dlatego
tez, zalecajgc ostroznosc¢ i staranno$¢ autorom programéw numerycz-
nych, w analizie algorytméw pomijamy wptyw tych btedow.

2. Btedy algorytmu, wynikajgce z zastgpienia “idealnego” problemu ma-
tematycznego przez jakie$ przyblizenie, na przyktad zastgpienie za-
gadnienia obliczania catki oznaczonej przez obliczanie skonczonego
ciggu sum. W analizie numerycznej staramy sie oszacowac wptyw ta-
kich bteddéw. Algorytm, ktérego btedu nie umiemy oszacowac¢, mozna
uznac za bezwartosciowy.

Copyright (©) 2014-18 P. F. Gora 1-2




Dla niekiérych probleméw istniejg tak zwane algorytmy doktadne, ktore
datyby matematycznie Sciste wyniki, gdyby mozna byto pomingg. ..

3. Konsekwencje btedéw zaokraglenia, wynikajgcych z tego, ze nie wszyst-
kie liczby dajg sie reprezentowac na skonczonych komputerach w spo-
sOb doktadny, a zatem obliczenia prowadzone sg ze skornczong precy-
zJg (doktadnoscig). Tych bteddéw, poza bardzo szczegdlnymi przypad-
kami, nie daje sie catkowicie wyeliminowa¢, nalezy natomiast umiec
szacowac ich wptyw oraz go minimalizowag.

W ogdinym przypadku wptyw btedu algorytmu i btedu zaokraglenia
moga sie na siebie naktadac i wzajemnie wzmacniac.
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Btad zaokraglenia

Sposoby reprezentaciji liczb catkowitych i rzeczywistych — patrz wyktad
z Teoretycznych Podstaw Informatyki.

W sposob scisty mozna reprezentowac w komputerze tylko
liczby catkowite (z pewnego zakresu) oraz liczby wymierne,
posiadajgce skonczone rozwiniecia binarne (z pewnego
zakresu). Wszystkie inne liczby mozna reprezentowac tylko
w sposOb przyblizony. Sg one zatem obarczone pewnym

btedem, zwanym bfedem zaokrgglenia.
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Rozwiniecia binarne

Niech liczba = € (0, 1). Wéwczas jej rozwinieciem binarnym jest

& .
=Y a;-27"
1=1

gdzie wspdtczynniki a; moga przybierac tylko wartoéci {0, 1}.
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Przykiad

1 1 1 1 1 3 1 1 3
5  8'5 8 874 8185
B 1+1 1+3 1 _1+1+1 6—5_1+1+1 1
8 8\2 5 2/ 8 16 8 2.5 8 16 16 5
1 1 1 /1 1 1 1
= §+E+1_6<§+E+E'E>
1 1 1 1 1 1
= s1T16 T 128 T 256 T 256 5
1 1 1 1 1 1 1 1
= 51716 T 128 T 256 T 2048 T 2096 T 32768 T 65536
1 1
t 55536 5

2—3_|_2—4_|_2—7_|_2—8_|_2—11_|_2—12_|_2—15_|_2—16_|_...
0.001100110011(0011)5

OtrzymaliSmy nieskonczone, okresowe rozwinigcie binarne.
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Analogicznie, poniewaz -+ = 1 . 1 a w rozwinieciach binarnych dzielenie
10— 25

przez 2 oznacza przesuniecie wszystkiego o jedng pozycje w prawo,

1
0= 0.0001100110011(0011)» (3)

Widac stad, 2e ‘naturalne” dla osob postugujgcych sie systemem dziesiet-
nym utameKi 10, 1(1)o itd nie mogg by¢ doktadnie reprezentowane w pa-
mieci. Komputer zapamietuje tylko ich skonczone przyblizenia, obarczone
btedem zaokrgglenia. Po bardzo wielu krokach btad ten moze sie skoma-
sowac do czegos$, co istotnie wptynie na wynik obliczen.

L

Zamiast WIQC iterowac z krokiem 10, iterujmy z kroklem . Zamiast z 155

wezmy 128 itd.
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Cyfry znaczace

Niech x bedzie liczbg rzeczywistg, majgcg ogdlnie nieskonczone rozwinie-
cie dziesietne. Cyfry tego rozwiniecia numerujemy w sposob “naturalny”:
cyfra jednosci ma numer zero, cyfra dziesigtek ma numer jeden, cyfra se-
tek ma numer dwa itd. Cyfry czesci utamkowej rozwiniecia dziesietnego
majg numery ujemne.

Liczba x jest poprawnie zaokrgglona na d-ej pozyciji do liczby, ktérg ozna-
czamy z(?) | jesli btad zaokraglenia ¢ jest taki, ze

el = o —a@| < =107
2
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Na przyktad jesli = 6.743996666..., z(73) = 6.744, z(-7) =
6.7439967.

Jesli x jest przyblizeniem doktadnej wartosci z, to k-tg cyfre dziesietng
liczby z nazwiemy znaczaca, jesli

1

= 10F (5)

lx — x| <

oraz |y| > 10F (czeéci utamkowe roziniecia majg numery ujemne!). Wy-
nika stad, ze kazda cyfra poprawnie zaokrgglonej liczby, poczgwszy od
pierwszej cyfry roznej od zera, jest znaczgca. Liczba cyfr znaczgcych jest
pewng miarg btedu zaokrgglenia.
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Propagacja btedu

Niech x bedzie poprawnie zaokrgglonym do d przyblizeniem doktadne;
liczby x. Mozna powiedzie¢, ze x = x + ¢, gdzie ¢ jest liczbg losowg
o rozktadzie jednostajnym w przedziale —%10d,%10d]. Wezmy teraz
dwie liczby © = x 4 ¢, oraz y = y + 4. Co mozna powiedzieC o btedach
powstatych w wyniku elementarnych obliczen artymetycznych?

rT+yYy=T+YyY+extey. (6)
et

Liczba ¢ jest liczbg losowg. Jezeli obie liczby e, e majg rozktad jed-
nostajny na przedziale [—%10‘1, %10d], liczba e ma rozktad tréjkatny na

przedziale [—10d, 10d}.
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Jesli bedziemy sumowaé N >> 1 liczb o btedach zaokrgglenia pochodza-
cych z tego samego rozktadu, btgd sumy bedzie dgzyt do rozktadu normal-
nego o szerokoéci proporcjonalnej do /N 10<.

W wypadku mnozenia,

T-Y~T- Y+ Tey + Yex - (7)

Jezeli |x| > |y| lub |y| > |z|, moze to spowodowac znaczny wzrost btedu
(niewielki btgd multiplikuje sie).
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W wypadku dzielenia,

T

x 1 x
—§:+:5a:‘|‘_—2€y- (8)
Yy Yy Yy Yy

Jezeli |y| < |xz|, btad dzielenia moze by¢ bardzo duzy! Dzielenie przez
(wzglednie) mate liczby obarczone btedem, moze powodowac pojawienie
sie znacznego btedu ilorazu.
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Wptyw btedoéw zaokraglenia

Btedy zaokragglenia — fakt, ze na komputerach pracujemy w arytmetyce ze
skonczong doktadnoscig — majg wptyw na prowadzone obliczenia. Wynik
moze zalezeC¢ od kolejnosci przeprowadzanych dziatan: dodawanie “na
komputerze” nie jest tgczne!

Przyktad: Przypusémy, ze prowadzgc obliczenia z doktadnoscig do czte-
rech cyfr znaczgcych chcemy znalez¢ warto$¢ sumy

1.000 + 0.0001 + 0.0001 + 0.0001 + 0.0001 + 0.0001 +
0.0001 + 0.0001 4+ 0.0001 4 0.0001 + 0.0001 (9)
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Zaczynamy sumowac od lewej. Suma dwu pierwszych sktadnikédw wynosi
1.0001. Ta liczba ma piec¢ cyfr znaczgcych, wiec zostanie zaokrgglona do
czterech cyfr znaczgcych. | tak okazuje sie, ze w przyjetej doktadnosci,
1.000 4+ 0.0001 = 1.000. Widac¢ zatem, ze przy tym sposobie prowa-
dzenia obliczen, warto$¢ catej sumy (9) wynosi 1.000.

Sumujmy teraz od prawej. 0.0001 4+ 0.0001 = 0.0002. 0.0002 +
0.0001 = 0.0003 i tak dalej. Suma dziesieciu pierwszych (od prawej)
sktadnikow wynosi 0.0010. Gdy teraz dodamy te wielkos¢ do sktadnika
ostatniego od prawej, otrzymamy 1.001. Ta liczba ma cztery cyfry zna-
czace, co miesci sie w przyjetej doktadnosci i wyniku nie trzeba zaokra-
glac.
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Inny przykiad

Rozwazmy cigg zadany przepisem

{xn-l—l — 41'$n —1 (10)
§ .

Jak tatwo sprawdzi¢, cigg (10) jest ciggiem statym, ktérego wszystkie wy-
razy sg rowne % Co jednak sig stanie, jesli wyrazy tego ciggu bedziemy
obliczali postugujac sie arytmetyka przyblizong, zachowujgc osiem cyir
znaczgcych?
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Mamy zatem

0.33333333 (11a)
1.33333332 (11b)

44y
dxq

Ostatnia cyfra w powyzszym wyrazeniu bytaby dziewigtg cyfrg znaczacag
— nie mamy miejsca na jej przechowywanie, a wiec musimy jg odrzucic.
Zatem

1.33333330 (11c)
0.33333330 (11d)

dxq

L1

W podobny sposob wyliczamy x>, = 0.33333280. Wyniki kolejnych itera-
Cji przedstawia ponizsza tabela:
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Ln

e el el el e
SO R RO OONOO A WN O

0.33333333

0.3333333
0.3333328
0.3333312
0.3333243
0.3332992
0.3331968
0.3327872
0.33114883
0.3245952
0.2983808
0.1935232

—0.2259072
—1.9036288
—8.6145152
—35.458061
—142.83224

Jak widzimy, w wyniku prowadzenia obliczen ze skonczong precyzja,
cigg staty zamienit sie w cigg monotonicznie rozbiezny do —oo. Gdybysmy
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prowadzili obliczenia z wiekszg — ale wcigz skonczong — precyzja, rezul-
tat bytby taki sam, cho¢ liczba stanéw “przejsciowych”, gdy wyrazy ciggu

wcigz sg bliskie scistej wartosci % zwiekszytaby sie.
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Uwarunkowanie zadania numerycznego

Niech ¢ : R — R™ bedzie pewng funkcjg odpowiednio wiele razy réz-
niczkowalng i niech x € R".

Definicja: Méwimy, ze zagadnienie obliczenia o (x) jest numerycznie do-
brze uwarunkowane, jezeli niewielkie wzgledne zmiany danych dajg nie-
wielkie wzgledne zmiany rozwigzania. Zagadnienia, ktére nie sg nume-
rycznie dobrze uwarunkowane, nazywamy zle uwarunkowanymi.
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Przykiad

Rozwazmy problem znalezienia rozwigzan rownania

22 4+br+c=0,

(12)

przy czym zaktadamy, ze b2 — 4c > 0. Wiadomo, ze rozwigzania majg

w tym wypadku postac

r10=13 (—bi Vb2 — 40) |

Jak dobrze uwarunkowane jest zagadnienie obliczania

13

(13)

? Danymi sa

tu wspoétczynniki tréjmianu, b, c. Zaburzmy te wspotczynniki: b — b + e,

c — c+ €3.
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Rozwigzaniami sg teraz

Tio = 3 <—b +eot \/(b + £2)% — 4(c+ 53)>

2be> — 4
bt 02 —detent 27T (qa)
21/b° — 4c
gdzie dokonaliSmy rozwinigcia Taylora do pierwszego rzedu w 1 5. Wi-
dzimy, ze btad wzgledny

2

N

T12—T12
1.2

(135)

ro$nie nieograniczenie, gdy b2 — 4¢c — O7T. Problem wyznaczania pier-
wiastkow trojmianu (12) jest wowczas numerycznie zle uwarunkowany.
Problem ten jest dobrze uwarunkowany, gdy 2 — 4¢ > 0.
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Norma wektora

Niech V bedzie pewna przestrzenig wektorowg nad ciatem C (lub R). Normag
wektora nazywam funkcje ||-|| : V — R, spetniajgca nastepujgce warunki
(x,y € V):

1. [|x]| >0 A ||x||=0&x=0.
2. |lax|| = o ||x|| «€C.
3. lIx+yll < x|l + Iyl

Mdowigc niezbyt prezycyjnie, norma jest uogolnieniem pojecia wartosci bez-
wzglednej na przypadek wektorow.
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Przyktady norm wektorow

W naszych rozwazaniach przestrzen liniowa V najcze$ciej bedzie prze-
strzenig R™. Mozna w nigej definiowac wiele (réznych) norm. Najczescie;
uzywa sie jednej z trzech:

e Norma taksowkowa:

1x]l1 = |z1| + [z2] + - + |znl (16a)
e Norma Euklidesowa:
Ixllo = VxTx = /22 4+ 23 + - - + 22 (16b)
e Norma maximum (worst offender):.
%]l oo = . || (16c)

Jezeli nie zaznaczymy inaczej, przez norme wektorowg bedziemy rozu-
mie¢ norme Euklidesowa.
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Wspoétczynnik uwarunkowania

Niech ¢ : R™ — R™ bedzie pewng funkcjg, x € R"™ doktadng wartoscig
argumentu, a X € R"™ znanym numerycznym przyblizeniem x.

Definicja: Jezeli istnieje k € R taka, ze

lo(x)[[Rm 1x|gn

nazywamy jg wspofczynnikiem uwarunkowania zagadnienia

wyliczenia wartosci o (-) (wzgledem zadanych norm).
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Wspdtczynnik uwarunkowania méwi jak bardzo btgd wzgledny wyniku ob-
liczen “przekracza” btad wzgledny samej réznicy przyblizenia i wartosSci
doktadnej. Spodziewamy sie, ze jezeli przyblizenie znacznie rézni sie od
wartosci doktadnej, takze wyniki obliczen bedg sie znacznie rézni¢c. W za-
gadnieniach numerycznie Zle uwarunkowanych moze sie zdarzy¢, ze na-
wet niewielkie odchylenie przyblizenia od wartosci doktadnej doprowadzi
do znacznej réznicy wynikow.
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Uklady rownan liniowych

Niech A € R"*™ bedzie macierzg, x, b € R". Rozpatrujemy réwnanie
Ax =D, (18)

Zaktadamy, ze macierz A oraz wektor wyrazow wolnych b sg znane. Po-
szukujemy wektora x. Roéwnanie (18) jest rbwnowazne nastepujgcemu
uktadowi réwnan liniowych:

4
a11r1 + aipx> + a13r3 + + aipTn = b1
ap1r1 + aooro> + an3r3 + + aopTn = b2
{ a31T1 + azoxo + a3z3r3z + + azprn = bz (19)
| ap171 + apoxo + ap3zrz + ... + annrn = bn

gdzie a;; sg elementami macierzy A, natomiast x;, b; sg elementami wek-
toréw, odpowiednio, x, b.
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Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych rzadko stanowi
“samoistny” problem numeryczny. Zagadnienie to wystepuje
jednak bardzo czesto jako posredni etap wielu problemow

obliczeniowych. Dlatego tez dogtebna znajomosc¢ algorytméw
numerycznego rozwigzywania uktadow rownan liniowych jest

niezwykle wazna.

Copyright (©) 2014-18 P. F. Gora 1-27



Rozwiagzywalnosc uktadéw rownan liniowych

Uktad réwnan (18) ma jednoznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

det A #£ 0. (20)

Z elementarnej algebry wiadomo, ze rozwigzania mozna wowczas skon-
struowac postugujac sie wzorami Cramera. Uwaga: Numeryczne korzys-
tanie ze wzorow Cramera jest koszmarnie drogie i dlatego w praktyce
korzystamy z innych algorytmow.

Jak dobrze uwarunkowane jest zagadnienie rozwigzania rownania (18)?
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Przykiad

Rozwazmy nastepujgce uktady réwnan:

2z + 6y = 21 + 6y =
2z 4+ 6.00001y = 8.00001 2z 4 5.99999y = 8.00002

Wspétczynniki tych uktaddw réwnan réznig sie co najwyzej o 0.00002 =
2 . 1072. Rozwigzaniem pierwszego sg liczby (1, 1), drugiego — liczby
(10, —2). Widzimy, ze mata zmiana wspétczynnikdw powoduje, ze rz-
nica rozwigzan jest ~10° razy wieksza, niz zaburzenie wspotczynnikow.
Powyzsze uktady réwnan sg Zle uwarunkowane.
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Norma macierzy

Niech A € RVXN Norma macierzy (indukowang) nazywam

[ Ax]]

1|

A = max{ - x e RV, x # o} = max {||Ax|}  (21)

Ixll=1

Promieniem spektralnym macierzy A € RY XN nazywam

= |[anT] e
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Wspoétczynnik uwarunkowania uktadu rownan liniowych

Rozwigzujemy uktad rownan (det A # 0)

Ay =b (23a)

Przypusémy, ze wyraz wolny b jest obarczony jakim$é btedem Ab, czyli
rozwigzujemy

A =b+ Ab (23b)

Zauwazmy, zey —y = A~ 1 (b4 Ab) — A~ 1lb = A1 Ab.
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Jak btgd wyrazu wolnego wptywa na rozwigzanie? Obliczamy

|5 -yl _ [|A"tAb] _[a~t]-jjab]

S (243.)
Il 1y 1y
Z drugiej strony
[bll = [[Ay]l < [[All- [y
skad wynika, ze
1Al 240)
Iyl (bl
Ostatecznie
y -y —1/| IIAb
I ||< ||H 1| [[Ab]] (24c)
Iyl
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Wspotczynnik uwarunkowania macierzy symetrycznej, rzeczywistej

Niech A € RV*N pedzie odwracalng macierza symetryczna, rzeczywista.
W takim wypadku jej warto$ci wtasne sg rzeczywiste a jej unormowane
wektory wtasne {ez} _, stanowig baze ortogonalnq w RV, Oznaczmy

wartoéci wiasne tej macierzy przez {\;}i-_;. Wezmy dowolny x € RN
taki, ze ||x|| = 1. Wowczas
N N
X=Zaiei, ZO(,L'Q:].. (25)
i=1 i=1
N N N
||AX|| = A Z o€l — -Aez- = Z ai)\iei = \ Z 042-2)\2
) — 1=1 =1

N
< \ Z o max(Az) = max|>\3| > of = max|A;| (26)
i=1 J =1 J

Copyright (©) 2014-18 P. F. Gora 1-33




Uwzgledniajac (21), widzimy, ze ||A|| = max|X;|: norma odwracalnej
J

macierzy symetrycznej, rzeczywistej jest rowna najwiekszemu modutowi
sposrod jej wartosci wkasnych.

Rozwazmy teraz macierz A—1. Ma ona te same wektory wiasne, co A,
natomiast jej wartoSci wtasne sg odwrotnosciami wartoSci witasnej macie-
rzy nieodwréconej, A~ le; = /\liei. Postepujac jak powyzej, tatwo mozemy
pokazac, ze

1 1
‘A ‘ min )A
J

HA 1” = max (27)

i
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Widzimy zatem, ze

Wspodiczynnik uwarunkowania macierzy A € R™*"™ wynosi
k= |All-[ATY (28)

Dla macierzy symetrycznych, rzeczywistych sprowadza sie to do

max ||
1

— | 29
: min || (29)
7

gdzie \; oznaczajg wartos$ci wtasne macierzy.
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