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Aproksymacja

Termin aproksymacja wystepuje w dwu znaczeniach:

Aproksymacja punktowa: Majac N punktéw, staramy sie znalez¢ fun-
cje nalezgcg do znanej kategorii, ktéra bedzie przebiegaé mozliwie “naj-
blizej” tych punktéw. Podkreslam, ze funkcja jest znana co do swego
ksztattu (np. wielomian ustalonego stopnia, kombinacja funkcji trygonome-
trycznych, funkcja opisujgca jakis rozktad prawdopodobienstwa itp), a tylko
nieznane sg jej parametry.

Aproksymacija ciagta: Majgc ustalong funkcje g(x), ktérej sposéb ob-
liczania jest trudny, skonstruowac¢ inng funkcje, ktéra bedzie w pewnym
sensie bliska funkcji wyjsciowej, a jednoczes$nie obliczeniowo prostsza.
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Aproksymacja punktowa

Interpolacja punktowa najczesciej kojarzy sie z dopasowaniem funkcji do
danych doswiadczalnych. Mamy N par punktow {(z;, yz-)},fil, gdzie x;
jest doktadng wartoscig argumentu, y; zmierzong (lub obliczong na jakims
wczedniejszym etapie) wartoscig funkcji. Skrajnym przypadkiem aprok-
symacji punktowej jest interpolacja — funkcja przechodzi przez wszystkie
punkty doswiadczalne, ale jest “trudng” funkcjg: wielomianem wysokiego
stopnia, funkcjg sklejang, skomplikowang funkcjg wymierng, my tymcza-
sem chcemy mie¢ jakag$ “prosty” funkcje, przechodzgca dostatecznie bli-
sko wszystkich punktow.

Z teorii mozemy wiedzieC, ze zaleznos$¢ pomiedzy x a y powinna miec
charakter y = y(x), jednak zmierzone (lub obliczone) wartosci nie odpo-
wiadajg doktadnie wartosciom teoretycznym, gdyz sg obarczone btedami
pomiarowymi (obliczeniowymi).
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Liniowe zagadnienie najmniejszych kwadratow

Kazdej zmierzonej (i obarczonej btedem) wartosci y; odpowiada wartosc
teoretyczna y;, jakg zmienna y “powinna” przybrac dla danej wartosci zmien-
nej x. Przyjmujemy, ze warto$¢ teoretyczna jest kombinacjg liniowg pew-
nych znanych funkciji:

y; = ay - f1(x;) +ao- folz;) + - +as- fs(x;) (1)

Zespot wszystkich wartosci teoretycznych mozemy zatem przedstawic jako

y = Ap, (2a)
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gdzie

- fi(z1) fo(z1) fa(zy) - fs(z1) |
A = | f1(@2) falx2) fa(z2) - fs(x2) c RTXS (2b)
I fl(ﬂfn) f2(33n) f3(33n) fS(CBn) i
oy
as
pPp=| a3 c R°. (2c)

Problemem numerycznym, ktory chcemy rozwigzac, jest znalezienie “naj-
lepszego” wektora parametrow p.
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Przykiad

Do n punktéw pomiarowych (z1,vy1), (2, y2),...,(xn, yn) dopasowujemy
wielomian drugiego stopnia § = axz? + bx + ¢. Wartosci teoretyczne
mozemy zapisac jako

r] X1 1 o
2 a
- x5 xo 1
y=1"7 b (3)
... .. c
CB% Tn 1 -

Zauwazmy, ze dopasowywanie do danych wielomianu ustalonego stopnia
(nie tylko linii prostej!) jest zagadnieniem liniowym!
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Bltedy pomiarowe

Rd&znica pomiedzy wartoscig zmierzong y; a wartoscig teoretyczng y; jest
spowodowana btedem pomiarowym: y; — y; = &;. Przyjmujemy, ze liczby
&, (&) = 0, sa liczbami losowymi, pochodzgcymi z rozktadu normalnego
(Gaussa). Oznaczmy wektor wszystkich btedoéw pomiarowych przez

£ = [£1,6o,...,6,]Y € R™ Dalej, przyjmijmy, ze tacznie wszystkie btedy
tworzg n-wymiarowy rozktad Gaussa o macierzy kowariancji G:

(ee")y =G, (4)
gdzie (---) oznacza Sredniowanie po realizacjach zmiennych losowych.
Macierz G jest symetryczna i dodatnio okres$lona.
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Metoda najmniejszych kwadratow

Twierdzenie 1. Jezeli btedy pomiarowe pochodzg z roktadu Gaussa o ma-
cierzy kowariancji (z, estymator najwiekszej wiarygodnosci odpowiada mi-
nimum formy kwadratowej

Q=_¢"G . (5)

Zauwazmy, ze poniewaz G jest symetryczna i dodatnio okreslona, takze
G~ jest symetryczna i dodatnio okreslona, a zatem forma kwadratowa
z catg pewnoscig posiada minimum.

Obecnos$¢ odwrotnosci macierzy kowarianci w wyrazeniu (5) oznacza, ze
pomiary obarczone wiekszym btedem dajg mniejszy wktad do Q.
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Forma kwadratowa estymatorow

Q= TG =y -Gy~

= (- Ap)T G (y - Ap)

1 _ _ _ _
=_y'Gly-(Ap) G ly —y'G 'Ap + (Ap)T G Ap
1
2 TATG 1Ap pTATG 1y_|_ yTG 1 (6)
—const ’

W liniowym zagadnieniu najmniejszych kwadratow minimalizowana funk-
cja jest formg kwadratowg w parametrach. Dzieki temu wiemy, ze minimum
istnieje i jest jednoznaczne. LiniowoS¢ oznacza tutaj, ze funkcja “teore-
tyczna” zalezy liniowo od parametréw, nie od argumentu!
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Minimum formy kwadratowej

Aby znalezC estymator, nalezy znalez¢ taki wektor p, ze forma kwadra-
towa (6) przybiera najmniejszg mozliwg warto$¢. Mozna to zrobi¢ albo
bezposrednio, metodg zmiennej metryki lub gradientéw sprzezonych, albo
formalnie rozwigzujgc rownanie V(Q = 0, gdzie rézniczkujemy po sktado-
wych wektora p. Otrzymujemy

ATg lAp=ATG 1y (7)

Tego rownanie nie mozna “upro$ci¢” pozbywajac sie cztonu ATG~1, bo
jest to macierz niekwadratowa, dla ktorej nie da sie zdefiniowaé odwrot-
nosci. Natomiast samo réwnanie (7)) jest dobrze okre$lone, gdyz macierz
tego rownania AL G~ 1A jest symetryczna i dodatnio okreslona.
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Wilasnosci wektora estymatorow

Wektor p obliczamy z dla takich wartosci pomiaréw, jakie faktycznie
mamy. Tak obliczony wektor p jest wektorem estymatorow. Pamigtajmy, ze
pomiary sg obarczone btedami losowymi, a wiec takze obliczone estyma-
tory sg, formalnie, gaussowskimi liczbami losowymi. Co mozna powiedzie¢
o tych liczbach? y = Ap* + &, gdzie p* jest zbudowany z “prawdziwych”,
nieznanych wartosci [a1, . . ., as]? z rownania (). Widaé, ze

ATGTTA(p-p) =ATGT¢ (8)
wobec czego

(P) =p", (9)

gdyz (¢) = 0. Obliczone estymatory sg przyblizeniem “prawdziwych” war-
tosci parametréw w sensie rownania (9).
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Macierz kowariancji estymatorow wynosi

Cp=((P—pP)(P-p)")
= (ATG1A) TATG (egT)GTA (ATGTIA) T, (10)
gdzie skorzystaliémy z symetrii macierzy G—1 i macierzy ATG~1A. Ko-
rzystajac z rownania (4) otrzymujemy
I
Cp = (ATG1A) ™ ATG_lr\(}/AG_TA (ATGTA)

(&)

— (ATG_lA)_l ATG 1A (ATG_lA)_l

g

-~

I
= (ATG1A) (11)
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Nadokreslony ukiad réwnan

Zamiast minimalizowa¢ forme kwadratowg (5), moglibySmy zazgdac, aby réwnanie y; =
y; byto scisle spetnione dla wszystkich punktow pomiarowych (x;,y;). Wobec réwnania
(24a) oznacza to, ze chcemy rozwigzaé uktad réwnan liniowych

Ap=y. (12)

Jest to nadokre$lony uktad réwnan (s niewiadomych i n, n > s, rdwnan) i, poza wyjat-
kowymi przypadkami, nie ma on Scistego rozwigzania. Jak jednak wiemy z poprzednich
wyktadow, metoda SVD (Singular Value Decomposition) dostarcza przyblizonego rozwig-
zania takich uktaddéw, optymalnego w sensie najmniejszych kwadratéow. Jezeli macierz
kowariancji G jest proporcjonalna do macierzy jednostkowej, G = oI, co odpowiada
pomiarom nieskorelowanym i obarczonym takimi samymi btedami i w praktyce zdarza
sie bardzo czesto, przyblizone rozwigzanie uzyskane za pomocg SVD jest (w aryt-
metyce doktadnej) tym samym rozwigzaniem, ktore otrzymaliby$my minimalizujgc forme
kwadratowg (6] lub rozwigzujac uktad rownan (7).

Gdybysmy, zamiast (12), zazgdali spetnienia uktadu réwnan
G lAp =Gly, (13)

rowniez nadokreslonego, ale uwzgledniajgcego rézne wagi poszczegdinych pomiardw,
rozwigzanie optymalne w sensie SVD bytoby réwnowazne rozwigzaniu rownania (7).
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Pomiary nieskorelowane

Na ogo6t (i na ogdt z dobrym uzasadnieniem) zaktada sie, ze pomiary sg
niezalezne, a ich wyniki nieskorelowane. Wéwczas elementy pozadiago-
nalne macierzy G znikaja, G = diag{0%,03,...,02}. Minimalizowana

forma kwadratowa (5) upraszcza sie do

Q= z”: (a1f1(z;) + aaf2(=;) -|2- -t asfs(x) — yi)? |

(14)

1=1 g,
W dos¢ czestym przypadku pomiaréw nieskorelowanych i identycznych
Vi=1,...,n: 07 = o2, azatem G = ¢2I. W tym wypadku estymatory

nie zalezg od macierzy kowariancji pomiardéw, gdyz macierz G wypada
z rownania (7)), natomiast macierz kowariancji estymatorow upraszcza sie
do

Cp =02 (ATA) " (15)
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Przykiad

10 T T T T T
Macierz kowariancji:

9 ]
0.002473 -0.000734

gL -0.000734 0.001144 i

7r Best fit: 4

y(X) = 2.005676*exp(-x) + 0.999217*exp(2x)

1 I I I I I
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Do zaznaczonych punktow dopasowano krzywa y = ae~* + be?® za pomocg liniowej metody
najmniejszych kwadratéw. Przyjeto, ze pomiary sg identyczne i nieskorelowane, o statym btedzie
o2 = 0.305226.
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W powyzszym przyktadzie wspoétczynniki korelacji estymatoréw sg bardzo
mate, gdyz, efektywnie, obie funkcje dopasowujg sie do innych zakresow
danych (funkcja e jest mata dla = < 0, funkcja e 7 jest mata dla = > 0).
Jezeli rozne funkcje bazowe “konkurujg” o te same dane, wspoétczynnik
korelacji jest, co do wartoSci bezwzglednej, wiekszy. Ujemny wspébiczyn-
nik korelacji pomiedzy estymatorami oznacza, ze prawie tak samo dobre
dopasowanie mozna uzyska¢ zmniejszajac jeden, zwiekszajac zas drugi.
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Przykiad

14 T T T T T T

Best fit: X

10 F y(x)=1.872705%exp(x) + 1.056041*exp(2X)

Macierz kowariancji:

0.070341 -0.033181
-0.033181 0.016572

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Do zaznaczonych punktéw dopasowano krzywg y = ae® + be?* za pomocg /iniowej metody najmniejszych
kwadratow. Przyjeto, ze pomiary sg identyczne i nieskorelowane, o statym btedzie o2 = 0.8152.
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Kryterium Akaike

Czasami nie wiadomo ile funkcji bazowych f;(x) nalezy uwzgledni¢ w do-
pasowaniu, czyli we wzorze (1). W szczegdblnosci, jesli do danych doswiad-
czalnych dopasowujemy wielomian, niekiedy — jesli nie mamy dobrego
modelu teoretycznego — nie wiemy, jaki stopien wielomianu wybrac. Jest
jasne, ze im wyzszy stopien wielomianu, tym dopasowanie bedzie “lep-
sze” (wielomian interpolacyjny bedzie przechodzit doktadnie przez wszyst-
kie punkty!), ale zawsze staramy sie dobra¢ model o jak najmniejszej licz-
bie parametrow.

Jak zbalansowac jak najlepsze dopasowanie z postulatem jak najmniejszej
liczby parametréw?
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Hirotugu Akaike zaproponowat kryterium, ktére nagradza za jak najlepsze
dopasowanie, ale karze za zbyt wiele parametréw: Nalezy zminimalizowac
wielkosé
2s
AIC:InQ-i—N, (16)

gdzie Q jest wartoscig minimaliowanej formy kwadratowej (6) w minimum,
zwang btedem rezydualnym, s liczbg parametrow, N liczbg punktow, do
ktorych dopasowujemy. AIC jest akronimem od Akaike Information Criterion.
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Przykiad

9 T T T T L—
3.57119x% + 0.74906x + 2.99634 ——— AIC 3.05 //
s | 1.43137x° + 3.57119x° - 0.13632x + 2.99634 AIC 2.89 7
0.36246x" + 1.43137x°> + 3.25105x> - 0.13623x + 3.02932 —— AIC 2.91

1 1 1 1
-1.0 -0.5 0.0

0.5

1.0

Wielomiany drugiego, trzeciego i czwartego stopnia dopasowane do tych samych danych
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Nieliniowe zagadnienie najmniejszych kwadratow

Przypuscmy, ze dopasowywana do danych pomiarowych zaleznos$c¢ teore-
tyczna zalezy od parametrow w sposob nieliniowy,

v; = f(x;P) (17)

gdzie p € R? jest wektorem parametrow. Zaktadamy, ze f(-; p) jest znang
funkcjg, a tylko jej parametry sg nieznane. Na przyktad do danych do-
Swiadczalnych dopasowujemy funkcje Gaussa

B 1 (z — %)2 18
y(w)—\/ﬁexp 52 ) (18)

Parametrami beda w tym wypadku z oraz o2. Widagé, ze funkcja (18) za-
lezy od nich nieliniowo.
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Zaktadamy, ze btedy pomiarowe sg gaussowskie, 0 macierzy kowariancji
G. Wéwczas tworzymy wektor u = [uq, uo, ..., un]? € RY, gdzie u; =
vi — Ui = y; — f(z;; p). Zadamy, aby funkcja

1

Q= 2uTG_lu (19a)

osiggata minimum jako funkcja parametrow p.

W najczestszym przypadku pomiaréw nieskorelowanych, obarczonych i-
dentycznymi btedami, funkcja (19a) redukuje sie do postaci

N
Q=const- > (i~ flaip))? (19b)
1=1
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Ani funkcja (19a)), ani jej szczegolna postac (19b), nie sg formami kwadra-
towymi w parametrach!

Dodatnia okreslonos¢ funckji Q, Q > 0, w praktyce gwarantuje istnienie
minimum. Nie da sie jednak zagwarantowac, ze minimum jest tylko jedno.

Poza bardzo nielicznymi przypadkami, w ktérych tatwo mozna rozwigzac
uktad réwnan Vp@Q = 0, minimum funkcji Q(p) nalezy znalez¢ nume-
rycznie, przy pomocy metody Levenberga-Marquardta.
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Pseudolinearyzacja

Czasami do znalezienia minimum (@ stosuje sie metode pseudolinearyza-
cji. Przypusémy, ze pn jest aktualnym przyblizeniem poszukiwanej war-
toSci parametréw p. Stawiamy hipoteze, iz “prawdziwe” wartosci parame-
trow sg matg poprawkg w stosunku do pn: p ~ pn + Op i rozwijamy (17
w szereg Taylora do pierwszego rzedu:

| 6p. (20)

§; = f(zii pn+ 6P) ~ f(zi;pn) + | Vpfl,,

Podstawiamy to rozwiniecie (dla uproszczenia zaktadamy nieskorelowane,
identyczne pomiary) do (19b).
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Funkcja

N
Q= X (v (i = F i pn) - [vpﬂpfap)Q (21)

jest formg kwadratowg w poprawkach dp. Po znalezieniu znanymi meto-
dami wartosci dppmin, 0dpowiadajagcych (jedynemu) minimum (21), podsta-

wiamy p, 41 = Pn + dpnin | powtarzamy catg procedure.

Taka procedura do$¢ dobrze dziata w wypadku nieliniowej metody naj-
mniejszych kwadratéw, cho¢ nie nalezy jej poleca¢ jako ogdlnej metody
minimalizacji. Pseudolinearyzacja ma tylko jedno niewatpliwe zastosowa-

nie: Po znalezieniu ostatecznych wartosci minimalizujgcych funkcje (19a

J

za pomocg pseudolinearyzacji wokoét tego punktu znajdujemy macierz ko-

wariancji estymatoréw, bedacag charaktestystyka liniowa.

Copyright © 2011-18 P. F. Gora 13-25



Przykiad

Przypusmy, ze do danych dopasowujemy funkcje Gaussa
nymi przyblizeniami parametréw sg =, o2. Obliczamy

18

. zas aktual-

_ 1 (z —%)2
f(x;7,0%) = exp (— ) , (22a)
V2ro? 202
OZ |5, 02 2ro2 202 o2
of _ 1 exp (_ (z — 57%)2> . (z — fn)z B 1
9(o2) Tn,o 27‘(‘0‘% 207 4 (a,%)Q 207

(22¢)
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Wyrazenie

N _7)2
Q=EZ yi— —— 2exp<—(x7’ x”)>

221 2Ty 204
: : 2
. . 7 )2 1
14+ 567+ (z; :ch) — 5| 602 (23)
0% 4 (0%) 20%

jest forma kwadratowa w zmiennych 6z, §o2.
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Z punktu widzenia Big Data...

W ciggu ostatnich kilkunastu lat rozmiary dostepnych zbioréw danych ro-
sng szybciej niz roénie predkos¢ procesordédw (nawet po uwzglednieniu pa-
ralelizacji i obliczen na GPU). Z tego punktu widzenia mozliwosci uczenia
maszynowego sg ograniczone raczej przez mozliwosci obliczeniowe niz
przez dostepne zbiory danych. Te klase problemoéw zwyczajowo okresla
sie jako Big Data.
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Uczenie maszynowe bardzo czesto oznacza konieczno$¢é minimalizowania
funkciji

1 N
Q(p) = N ; (P 24, Y5) (24)

o Vi: Q; = 0,

e (); majg takg samg postac funkcyjng, roznig sie tylko elementami x;, y;
(elementami zbioru uczgcego),

e N > 1 (N jest zazwyczaj BARDZO duze, rzedu kilkudziesieciu, nie-
kiedy kilkuset tysiecy).

p jest wektorem estymatordw, ktorych wartosci chcemy znalez¢. Tego typu
problemy pojawiajg sie w zagadnieniu najmniejszych kwadratow.
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Problem (24) mozna rozwigzac¢ za pomocg ktérej$ z juz omdéwionych me-
tod (minimalizacja funkcji wielu zmiennych lub rozwigzywanie rownan typu
(7), jezeli mowa o liniowym zagadnieniu najmniejszych kwadratéw). Jed-
nak dla bardzo duzych N, czyli dla bardzo duzych zbiorow uczgcych, inne
podejscie moze by¢ bardziej efektywne.

Punktem wyjscia jest metoda najszybszego spadku (ang. steepest gra-
dient descent): W kazdym kroku podgzamy w kierunku minus gradientu
funkcji Q(p), az do osiggniecia minimum kierunkowego.

Jak jednak pamietamy, daleko od minimum nie minimalizujemy, tylko po-
dgzamy z arbitralnie dobranym krokiem w kierunku ujemnego gradientu.
Dlatego zamiast minimalizowac, w n-tym kroku iteracji przyjmujemy

Pnt1 = Pn—7 VpQM®P)lp,
1 N
1=1
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~ = const i jest nazywane predkoscig uczenia (ang. learning rate).

Uwaga: Przyjecie statego kroku nie jest az tak naiwne, jak by sie to mogto
wydawac. Jesli rozpatrzymy uktad réwnan rézniczkowych typu

dy
L= £(y) (26)

to najprostszg (zdecydowanie nie najlepsza, ale najprostszg | najszybsza)
metodg jego numerycznego rozwigzywania jest metoda Eulera

Yn+1 — ¥Yn + h-f(yn), (27)

gdzie h jest statym krokiem narastania zmiennej niezaleznej . Metoda
najszybszego spadku (25) ze statym krokiem ~ ma takg samag postac, co
metoda Eulera, po utozsamieniu f = —V Q.
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Stochastic Gradient Descent

Jesliw (25) NV > 1, czas obliczania sumy gradientéw czgstkowych Z;N VQ;
moze by¢ bardzo znaczny. Zarazem wyrazenie %va VQ; ma postac
Sredniego gradientu czgstkowego. Jesli zatozymy, ze poszczegdlne ele-
menty tej sumy nie odbiegajg zbytnio od Sredniej, mozemy Sredni, kosz-
towny w wyliczaniu gradient, zastgpi¢ losowo wybranym gradientem czast-
kowym. Otrzymujemy zatem algorytm Stochastic Gradient Descent:

e wybierz losowo k € {1,2,..., N}
e przyjmij

Prt1 = Pn — 7 VpQr(P; Tk, Yi) |, (28)

Ten wariant na-
zwiemy Stochastic Gradient Descent z ograniczeniem.
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lteracje konczymy albo po wykonaniu z gory okreslonej liczby krokow, albo
— czesciej — gdy réznica ‘Q(pn) — Q(pn_|_1)‘ < g, gdzie ¢ jest ustalong
tolerancja.

Wartos¢ predkosci uczenia ~ oraz tolerancje  dobieramy “eksperymen-
talnie”, to znaczy kierujac sie znajomoscig natury problemu i doswiadcze-
niem uzyskanym przy rozwigzywaniu podobnych problemow.

Okazuje sie, ze metoda Stochastic Gradient Descent dziata zdumiewa-
jaco dobrze dla bardzo duzych zbiorow uczacych. Co ciekawe, przyjecie
warunku, iz na ogot
pogarsza wyniki: Od czasu do czasu mozna/trzeba wykonac¢ krok “w ztg
strone”.
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Przykiad
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03 L gradient descent
= stochastic gradient with limitations descent
\ stochastic gradient descent
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Wygenerowano N = 1024 punktéw y;, = az? 4 bx; + ¢ + &, gdzie {£}Y; sq licz-
bami o rozktadzie normalnym, natomiast x; € [0, 2]. Rysunek przedstawia kolejne war-
tosci funkcji Q(a, b, ¢) uzyskane w metodzie najszybszego spadku (czerwony), w meto-
dzie Stochastic Gradient Descent (niebieski) oraz Stochastic Gradient Descent z ogra-
niczeniami . v = 1/128. W przypadku Stochastic Gradient Descent warto$¢
minimalizowanej funkcji niekiedy rosnie, ale po dostatecznie duzej liczbie iteracji wyniki
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tej metody sg nieco lepsze, niz dla metody z ograniczeniem. Co wazniejsze, wyniki sg
porownywalne z wynikami uzyskanymi w obliczeniowo drozszej metodzie najszybszego

spadku.

data
gradient descent
stochastic gradient descent

B stochastlc gradient with I|m|tat|ons descent

"true' parameters

1

1.5

Dopasowane krzywe sg niemalze nieodroznialne w obszarze odpowiadajgcym danym

wejsciowym (zawartoSci zbioru uczgacego).
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