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Interpolacja

Problem: Dana jest funkcja w postaci stabelaryzowane] — okreSona w we-
ztach pewnej siatki (jedno-, dwu- lub tréjwymiarowej) — a trzeba znalez¢
jej wartosci pomiedzy weztami. Niekiedy tez nalezy, jedynie na podstawie
stabelaryzowanych wartoéci funkcji, okresli¢ pochodng tej funkcji w we-
ztach lub pomiedzy nimi (na przyktad w grafice 3D trzeba znalez¢ wektor
normalny w srodku plakietki rozpietej na trzech lub czterech znanych punk-
tach). Takie zadania pojawiajg sie bardzo czesto w zagadnieniach takich,
jak

e obliczenia inzynierskie i numeryczne,

e statystyczna analiza danych,

e przetwarzanie i renderowanie grafiki,

e fotografia cyfrowa.
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Przyktad — powiekszenie cyfrowe

Fotografia cyfrowa okreslona jest poprzez pixele: najmniejsze punkty roz-
roznialne na zdjeciu. Kazdemu pixelowi przypisana jest pewna liczba (nie-
kiedy zbidr liczb), okreslajgca kolor i jasnosS¢ danego punktu.

Jesli dokonujemy powiekszenia cyfrowego (and. digital zoom), “rozsu-
wamy” istniejgce pixele. Pojawiajg sie nowe pixele, puste, ktére trzeba
czyms$ wypetni¢. W tym celu nalezy w pewien sposob uwzgledni¢ wartoSci
w istniejgcych pixelach (niekoniecznie jedynie w najblizszych sagsiadach).
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Przykiad

Przy renderowaniu grafiki 3D, aby uzyskaé zadowalajgcy efekt wizualny, trzeba uzyé
bardziej zaawansowanych metod interpolacji, wymagajgcych — na przyktad —
obliczania gradientu (nachylenia) renderowanej powierzchni.
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Ekstrapolacja

Zagadnieniem pokrewnym do interpolacji jest ekstrapolacja: Jak, na pod-
stawie znanych, stabelaryzowanych wartosci funkcji, przewidzie¢ jej przy-
szte wartosci, to znaczy wartosci w punktach lezgcych poza przedziatem
zawierajgcym wszystkie wezty.
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Inerpolacja jedowymiarowa

Dana jest funkcja w postaci stabelaryzowane;

Punkty x; nazywamy weztami interpolacji. Problem: chcemy znalez¢ fatwy
spos6b na wyliczanie wartosci funkcji pomiedzy weztami (interpolacja) lub
poza obszarem obejmujgcym wezty (ekstrapolacja).
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Interpolacja odcinkami liniowa

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Interpolacja odcinkami liniowa na 11 weztach. “Prawdziwa” funkcja interpolowana zaznaczona jest linig
kropkowang. Istnieje nieskonczenie wiele funkcji ciggtych, ktére sg sobie rowne w skonczonej liczbie
weztow!

Mozna to zrobi¢ prowadzgc tamang pomiedzy poszczegdlnymi punktami weztowymi (xz;, f;),
ale jest to nieeleganckie i w pewnych przypadkach moze powodowac problemy, gdyz fun-
kcja interpolujgca ma ostrza w weztach.
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Interpolacja wielomianowa

Tabela taka, jak na stronie |6, wyznacza jednoznacznie wielomian stopnia
n—1. Istotnie, rozpatrzmy wielomian

ap_ 12" T+ a, 22" 2+ ---+ajx+ag. (1)

Jesli do wielomianu (1) podstawimy za x kolejno x1, z»,. .. ,xn, Przyjmujac,
ze wartos$¢ wielomianu w tych punktach wynosi odpowiednio f1, fo,...,fn,
otrzymamy

1 2
Ap—1T7 ) + ap_ozy 3 + - 4+ a1z + a0 = N1
173~ + ap2r3" " 4+ -+ awar + a0 = f2 (g
an—1207 Y + ap_0zl? 4+ - 4+ arzn + ag = fa
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Uktad (2) zapisany w postaci macierzowej ma postac

n—1 n—?2 1r . - ]
Tq . Tq 3 N A n—1 f1
n— n—
Lo Lo D 1 Ap—2 — f2 (3)
I xg_l :UQ_Q - xp 1 | L a0 | | fn |

Rozwigzaniem uktadu réwnan sg wspotczynniki wielomianu (1). Ma-
cierz uktadu (3) nosi nazwe macierzy Vandermonde’a.

Mozna pokazad, ze wyznacznik macierzy Vandermonde’a ma postac
1<i<g<n

*Dziekuje internetowemu komentatorowi juventusik_plus za wskazanie btedu w po-
przedniej wersiji.
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a zatem wyznacznik macierzy Vandermonde’a jest rozny od zera, jezeli
zadne punkty x1, x>, ...,z Nie pokrywajg sie. Tym samym problem zna-
lezienia wspotczynnikow wielomianu (1) ma jednoznaczne rozwigzanie.

Gdybysmy chcieli rozwigzywac uktad rownan (3) za pomoca juz poznanych
metod, mogtoby sie wydawac, ze koszt interpolacji wielomianowej wynosi
O(n3). W rzeczywistoéci uktad ten mozna, korzystajac z symetrii macie-
rzy Vandermode’a, rozwigzaé w czasie O(n?2). Przekonany sie o tym kon-
struujgc interpolacje wielomianowg w catkiem inny sposob: Skonstruujemy
wielomian interpolacyjny, ktory w arytmetyce doktadnej dawatby dokfadnie
takie same wyniki, co interpolacja za pomocg wielomianu o wspotczynni-
kach wyliczanych z uktadu (3). Zobaczymy jednak, ze konstrukcja takiego
wielomianu jest prostsza i ma mniejsza ztozono$é, niz O(n3).
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Wz6ér interpolacyjny Lagrange’a

Zamiast szuka¢ rozwigzania rownania (3)), postulujemy, ze poszukiwany
wzOr interpolacyjny ma postac

fl) =) i) fj+ E(z), (5a)
=1
gdzie
(2) = (z—z1)... (z—zj_1)(@—xj41) ... (x — xn) (5b)

(zj—z1) ... (zj—zj—1)(®j —xj41) ... (x; — zn) .
E(x) w (5a) jest nazwywane resztg lub btedem interpolacji. Zauwazmy, ze
l;(z) jest wielomianem stopnia n—1 oraz

Li(zg) = bk - (6)

Jezeli f(x) jest wielomianem stopnia co najwyzej n—1, E'(x) znika tozsamosciowo. Mé-
wimy, zZe interpolacja ma doktadno$¢ n—1.
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Przyktady

15 . 15 |

Interpolacja pewnej funkcji (oznaczonej linig kropkowang) oparta na
7 (lewy panel) i 9 (prawy panel) weztach. W tym wypadku zwiekszanie
liczby weztow poprawia jakosSc¢ interpolacii.
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Przyktady
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Interpolacja tej samej funkcji, co poprzednio, oparta na 11 i 13 weztach.
Dalsze zwigkszanie liczby weztdw prowadzi do pogorszenia jakosci
interpolacji, zwtaszcza w poblizu krancow przedziatu zawierajgcego wezty.
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Oscylacje Rungego

14

oscylacje Rugego

Wielomiany wysokiego stopnia sg “sztywne”. Jezeli narzuci¢ im warunek, ze majg prze-
chodzi¢ przez ustalone z gory punkty, moga to kompensowaé znacznymi wahaniami po-
miedzy weztami. Zjawisko to nazywa sie oscylacjami Rungego i oznacza, ze interpolo-
wanie za pomocg wielomiandéw wysokiego stopnia bywa niewskazane.
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Dalsze przyktady
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Moze sie zdarzyé, ze dalsze powigkszanie liczby weztéw poprawi jakosé
interpolacji (interpolacja oparta na 31 weztach, lewy panel), jednak
w koncu zbyt duza liczba weztdéw doprowadza do katastrofy (interpolacja
oparta na 41 weztach, prawy panel — oscylacje Rungego osiggajag
amplitude ~ 200).
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Btad interpolacji

Wielomian (5b) wygodnie jest niekiedy zapisywac w postaci

pn(x)
l:(x) = (7a)
/ (z — x;)pp(x;)
gdzie
n
d
)= J[(@—=),  phlay)="" (7)
i=1 T lz=w;
Oznaczmy y(z) = fj Li(z) f; (jest to wielomianowa czgsC wzoru inter-

=1
polacyjnego Lagrange’a (5a)), bez reszty).
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Rozpatrzmy funkcje

F() = 1)~ o) - @) = (@] 2 5. ®
F'(z), jako funkcja zmiennej z, ma n+1 miejsc zerowych: x1,xz»o, ..., zy

oraz x. Zaktadajac, ze funkcja f(-) jest dostatecznie gtadka, stosujemy do
funkcji F'(z) n-krotnie twierdzenie Rolle’a i stwierdzamy, ze pochodna

F(2) = fM(2) -y (2) — [f(2)

n!
@ O
ma co najmniej jedno miejsce zerowe w najmniejszym przedziale domknie-
tym zawierajgcym punkty xz1, x5, ..., zy oraz x. Oznaczmy to miejsce ze-
rowe przez £. Zauwazmy, ze y(™)(z) = 0, gdyz y(2) jest wielomianem
stopnia n—1. Ostatecznie otrzymujemy
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n!

0=FM() = fM(e) - [f(x) — y(@)]
pn(x)

E(z)

(10)

czyli

B) = P18 o ey, (1)

n

¢ jest pewnym punktem wewnetrzmym przedziatu zawierajgcego wezty i x
(to ostatnie jest wazne w wypadku ekstrapolacji). Nie wiemy, ktérym punk-
tem, zatem dla bezpieczenstwa nalezatoby bra¢ najwieksza (co do mo-
dutu) wartoéé () (¢). Trudnoé¢ w szacowaniu btedu interpolacji polega
na trudnosci w szacowaniu wysokich pochodnych interpolowanych funk-
cji. Praktyka pokazuje, ze wysokie pochodne nawet “porzadnych” funkcji
(niewielomianowych) mogg przybiera¢ znaczne wartosci.

Przyktad: Maksimum dziesigtej pochodnej funkcji et jest rzedu 15 000.
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Interpolacja Hermite’a

Jezeli znamy nie tylko wartosci funkcji interpolowanej w weztach, ale takze
wartosci pochodney,

x; x1 | To | 23| ... | Tn
fi=f(x) || fi|fo| f3]... | fn
fi=f )| fil BB |

narzuca to 2n warunkOw na wielomian interpolacyjnyiﬂ. Mozna skonstru-
owac wéwczas interpolacje wielomianowg rzedu 2n — 1, postaci

fJest to zagadnienie o stosunkowo niewielkich zastosowaniach praktycznych, ale za to
0 duzym znaczeniu teoretycznym.
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y(x) = Y hi(x)fi + ) hi(x) fi + E(x), (12a)
i=1 i=1

gdzie
hi(z) = (1-2(z —2)li(x)) 17 (), (12b)
hi(z) = (z—2)lF (). (120)
l;(z) oznacza to samo, co w interpolaciji Lagrange’a, natomiast
_ palx) ,(2n)
E(x) = wf £), (12d)

gdzie £ jest pewnym punkiem wewnetrzym przedziatu rozpietego na we-
ztach i wartosci . Wielomian interpolacyjny (12a) zgadza sie z interpolo-
wang funkcjg oraz jej pochodng w weztach.
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Interpolacja za pomoca funkcji sklejanych

Interpolacja wielomianowa jest koncepcyjnie najprostszym sposobem in-
terpolacji, prowadzi¢ jednak moze, jak to pokazaliSmy, do niepozgdanych
zachowan. Najbardziej popularnym sposobem uniknigcia oscylacji Run-
gego, zwigzanych z trudnoscig szacowania btedu interpolacji wielomiano-
wej, jest interpolacja za pomocg funkcji sklejanych.

Funkcjg sklejang rzedu k, czyli “splajnem” (ang. spline), nazywam funkcje,
ktora

1. lokalnie jest wielomianem rzedu k,

2. jest (k—1)-krotnie rézniczkowalna w weztach (z czego wynika, ze jej
pochodne rzedu k—2 i nizszych sg ciggte).

Najczesciej uzywa sie funkcji sklejanych rzedu 3, czyli “splajnéw kubicz-
nych” (ang. cubic splines).
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Cubic splines

Zatézmy, ze oprocz wartosci funkcji w weztach, znamy takze pewne inne

wartosci &; w weztach. Mamy wiec tabelke postaci:

X; r1 | To | T3 In
fi=f(x) || f1] f2]| f3 fn
&i §1 ] &2 | &3 &n

Chcemy skonstrowac takie wyrazenie interpolacyjne, ktére

e bedzie zgadzac sie z warto$ciami f; w weztach,

e wielkosci &; beda drugimi pochodnymi wyrazenia interpolacyjnego (nie
funkcji interpolowanej!) w weztach.
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W kazdym przedziale [z, ;41],5 = 1,2,...,n— 1, konstruujemy wielo-
mian trzeciego stopnia

yi(z) =Afj+Bfit1+C&+DE4q, (13a)
gdzie
A= 7% g P70 (13Db)
Tjt1— T Tjt1— T

1 1
C = E(A3—A)(a;j+1—xj)2, D= 6(33—3)(g;j+1—xj)2.(130)

tatwo sprawdziC, ze y;(z;) = fj, yj(xj41) = fj41, @ poniewaz, co
mozna wykazac prostym rachunkiem,

d2y.
WQJ:A@‘FBE‘H—L (14)

takze wartosci drugiej pochodnej (13a) zgadzajg sie z zadanymi warto-
Sciami ; w weztach.

Copyright ©) 2010-17 P. F. Géra 7-23



Jest jednak pewien problem: w rzeczywistosci nie znamy wartosci £;. Nie
skorzystaliSmy jednak jeszcze z wymogu ciggtosci pierwszej pochodne;
13a) w weztach (aby mozna byto mowi¢ o drugich pochodnych y;(x),
pierwsza pochodna tego wyrazenia musi by¢ ciggta). W tym celu zgdamy,
aby pochodna y;(x) obliczana w prawym krancu przedziatu rownata sie
pochodnej obliczanej w krancu odpowiedniego przedziatu.
Gdy to zrobimy, otrzymamy réwnanie

.CU] — acj_l '

_
]€j+1

=g (15)

Jest to, w istocie, tréjdiagonalny uktad rownan na nieznane wielkosci {g‘j}.
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Zasada obliczania wielkosci &;: W dwu sgsiednich przedziatach
odpowiadajgcym trzem kolejnym punktom danych przeprowadzono

wielomiany trzeciego stopnia

13a

z jakos (raczej kiepsko) dobranymi

wielkosciami §;. Trzeba je dobrac tak, aby pochodne obu wielomiandw,
zaznaczone grubymi liniami w srodkowym punkcie, zgadzaty sie ze sobg
w tym punkcie (w punkcie zszycia).
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Naturalny splajn kubiczny

Jezeli mamy n weztdw interpolacji, mamy n—2 wewnetrznych punktéw
zszycia, w ktorych mozemy zgdac ciggtosci pochodnej. W takim wypadku
15) stanowi uktad n—2 réwnan z n niewiadomymi. Trzeba podac jakies
dodatkowe warunki.

Najczesciej przyjmuje sie, ze &1 = &, = 0. Jest to wowczas tak zwany
naturalny splajn kubiczny. Jezeli sytuacja tego wymaga — lub jezeli mamy
jakies przestanki, aby tak zrobi¢ — mozemy narzuci¢ inne warunki na dru-
gie pochodne na brzegach lub na kombinacje liniowe drugich pochodnych.
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Rownoodlegte wezty

Jezeli wezty interpolacji sg rownoodlegte, x4 1 — z; = h, rownanie

przybiera szczegdlnie prostg postac:

4 1 17 &
1 4 1 &3
1 4 1 &a

1 4 1 £ o

| 1 4 J L gn—l A

Ji—2f2+4 f3
J2—2f3+ Ja
f3—=2fa+ fs

Jn—3 — 2f7;—2 + fn-1
fn—2 _ 2fn—1 + fn

15

(16)

Macierz po lewej stronie tego rownania posiada tatwg do znalezienia fak-
toryzacje Cholesky’ego. Z doktadnoscig do czynnikéw “6”, prawa strona
zawiera drugie ilorazy roznicowe interpolowanej funkciji.
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Praktyczne zastosowanie naturalnych splajnow kubicznych przebiega dwu-
etapowo:

1. Rozwigzujemy uktad réwnan (15) (lub, jezeli mozna, (16))) na n—2 nie-

znanych wielkosci {gj}”_ . Poniewaz ukfad ten jest trojdiagonalny,

koszt obliczeniowy wynosi O(n). Krok ten wykonujemy tylko raz na
poczatku catej procedury.

2. W celu znalezienia warto$ci pomiedzy weztami, wykorzystujemy réw-
nanie (13a) tyle razy, ile wartosci chcemy znalez¢. W kazdym prze-
dziale [z, x4 1] uzywamy odpowiedniego wielomianu y;(x)!
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Przykiad

Interpolacja za pomocag naturalnych splajnéw kubicznych z 21 weztami. Wynik interpola-
cji praktycznie pokrywa sie z funkcjg interpolowang (tg sama, co w poprzednich przykta-
dach), oznaczong linig kropkowana.
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Interpolacja na ptaszczyznie — splajny bikubiczne

Przypusémy, ze pewng funkcje dwu zmiennych, f(xz,y), mamy stabelary-
zowang w weztach dwuwymiarowej siatki kwadratowe;j:

fi1=f(x1,y1) fo1=f(z2,y1) f31=f(z3,91) -+ fn1=f(zn,y1)
fio=f(x1,y2) foo=f(2,y2) fao=f(x3,y2) -+ fn2=Ff(zn,y2)
f13= f(w1 y3) foz= f(ivz, Y3) f31—f(333, Yy3) - fnl—f(wn, Y3)

f(iffl yn) Jon= f(372>yn) Jf3n= f(CL'Sayn) fnl—f(wnaz{ln%

“Wiersze” tej siatki odpowiadajg ustalonym wartosciom zmiennej 1.
“Kolumny” tej siatki odpowiadajg
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Przypusémy, ze chcemy znalez¢é warto$¢ funkcji f(x*,y*), gdzie (z*, y*)
jest wewnetrznym punktem siatki. W tym celu postepujemy jak nastepuje:

1. Przeprowadzamy splajn wzdtuz kazdego “wiersza”. W kazdym wier-
szu warto$¢ zmiennej y jest ustalona, wiec jest to za kazdym razem
zwykly splajn jednowymiarowy. Kazdy splajn pocigga koszt nume-
ryczny rzedu O(n), a zatem obliczenie splajnéw wzdtuz wszystkich
wierszy pociaga koszt rzedu O(n?).

2. Obliczamy wartos$¢ kazdego z powyzszych splajnéw w punkcie x =
x*. W ten sposéb dostajemy n wartosci funkcji w punktach (z*, y1),
(CE*7 y2>= et (QU*, y’fL)

3. Przez powyzsze punkty przeprowadzmy splajn w kierunku y (przy usta-
lonej wartosci x = x*) i wyliczamy warto$¢ tego splajnu w punkcie
(z*,y*). Wymaga to dodatkowych O(n) operacji, zatem caty koszt
jest zdominowany przez O(n?).
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Interpolacja za pomoca funkcji wymiernych

“Sztywnosci” interpolacji wielomianowej mozna unikng¢ interpolujgc za po-
mocg funkcji wymiernych, to znaczy ilorazow wielomianow:

r(x) = Piulx) .

Qu(zx)
Funkcje wymierne z tatwo$cig modelujg wieksze bogactwo zachowan, niz
wielomiany. Zagadnienie interpolacji wymiernej jest opracowane od strony
teoretycznej gorzej niz interpolacji wielomianowej, a poniewaz problem in-
terpolacji wymiernej nie ma jednoznacznego rozwigzania, istnieje szereg
konkurencyjnych podejsc.

(18)

W tym wyktadzie skorzystam z opublikowanego w 2007 algorytmu Floatera
| Hormanna (zobacz takze tuta)).
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http://www.alglib.net/interpolation/rational.php#header2

Algorytm Floatera i Hormanna

Niech zg,z1,...,xn bedg wzajemnie roznymi punktami (weztami inter-
polacji) i niech f; = f(x;) beda stabelaryzowanymi wartosciami pew-
ne] funkcji w weztach. Wybieramy parametr interpolacji d, 0 < d < n.
Niech p;(x) bedzie wielomianem interpolujgcym rozpietym na punktach
Ly ooy Litd- Wobwczas

" ni(@) pile)
r(x) = Z:%_d , (19a)
> i)
1=0
gdzie
N\ (z) = (=1)' (19b)

(x—x) (2 —24q)
r(x) jest gtadka “mieszankg” lokalnych wielomiandw interpolacyjnych.
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Mozna pokazaé, ze r(x) nie ma biegundw na osi rzeczywistej oraz ze
mozna go zapisa¢ w nastepujacej postaci barycentryczney:

— T — X
r(x) = k_,r? K (20a)
P
=0 L — Tk
i 1
w, = Y (-1 ] | (20b)
= j=i,j=k Tk — L

gdzie Jy={iel  k—d<i<k}, 1 ={0,1,...,n—d}.
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Zastanowmy sie, czy (20) istotnie daje interpolacje, to znaczy czy zga-
dza sie z funkcjg interpolowang w weztach. Niech x — z;, gdzie x; jest
ktoryms weztem, a wiec zerem mianownika ktérego$ z utamkow wystepu-
jacych w liczniku i mianowniku (20a). Wéwczas w obu sumach dominowac
bedzie tylko czion z k = [, a zatem

wy

fi
r(z = z) = g = f1, (21)

x—:cl

a zatem badane wyrazenie odtwarza interpolowang funkcje w weztach.
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Praktyczne zastosowanie algorytmu Floatera i Hormanna wyglada tak:

e Sprawdzamy, czy x jest blisko (z doktadno$cig do btedu obciecia) we-
zta x;.; jesli tak, wynikiem jest stabelaryzowana wartos¢ funkcji fy;

e jezeli nie, obliczamy r(x) wedtug wzoru (20a). Wagi w,; obliczamy
tylko raz, na poczatku catej procedury.

Jak dobraC parametr d? Praktyka pokazuje, ze w wigkszosci typowych
przypadkdéw wystarcza bra¢ d = 3, aczkolwiek niekiedy potrzebne jest na-
wet d = 8. Jezeli interpolowana funkcja jest dostatecznie gtadka, btad
interpolacji nie przekracza O <h§in4gxl> gdzie hmax jest najwiekszg odlegto-
Scig pomiedzy weztami.
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Jezeli wezty interpolacji sg rownoodlegte, Vi: x; — x;_1 = h, wyrazenia
na wagi przyjmujg szczegodlnie prostg postac:

_(_1)]{:—d 1
 hd Z(k—i)!(i—l—d—k}!

1€ Jy,

Wi

(22)

Poniewaz ostateczny wynik nie zmieni sig, jesli wszystkie wagi przemno-
zymy przez te samag statg (obliczamy stosunek dwdch wyrazen!), dla réw-
noodlegtych weztow interpolacji mozemy wybra¢ wagi catkowite postaci

we= (DY (1), (23)

iEJk
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Przykiad

Interpolacja funkcjami wymiernymi wg algorytmu Floatera i Hormanna z 21 rownoodle-
gtymi weztami i parametrem d = 3. Doktadnos¢ interpolacji jest efektywnie taka sama,
jak dla splajndw, ale algorytm Floatera i Hormanna jest numerycznie mniej ztozony .
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Inne rodzaje interpolaciji

W specyficznych sytuacjach, gtdwnie w kontekscie analizy sygnatow, sto-
suje sie tez zupetnie inne rodzje interpolacji: Interpolacje trygonometrycz-
ng i falkowg (waveletowg). Mianowicie, “sygnat’ (cigg zdyskretyzowanych
wartoéci w weztach) rozktada sie na cigg funkcji trygonometrycznych lub
falek, a nastepnie wartosci pomiedzy weztami (lub brakujgce warto$ci w we-
ztach!) znajduje sie korzystajgc ze znalezionego rozktadu. Ten zespot za-
gadnien wykracza poza ramy niniejszego wyktadu.
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Rézniczkowanie numeryczne

Zdarza sie, ze majac tylko stabelaryzowane wartosci funcji z jakims$ skon-
czonym krokiem — tak, jak w wypadku interpolacji — chcemy numerycznie
wyznaczy¢ wartos¢ pochodnej funkcji w weztach. Jest to zagadnienie bar-
dzo podatne na btedy i nalezy go unikac, ale czasami nie ma wyjscia. . .

Pochodna zdefiniowana jest jako granica ilorazu roznicowego:

f(x+h) — f(x)
h

Na potrzeby numeryczne, majgc do dyspozycji tylko zdyskretyzowane war-

tosci funkcji, granice mozemy zastgpi¢ wyrazeniem skonczonym na (co

najmniej) trzy rézne sposoby (dla uproszczenia zaktadamy, ze odlegtosc

miedzy weztami jest stata):

f'(z) = Jim (24)
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lloraz roznicowy “do przodu”:

fi+1—1;
f]/ — ]‘I’h J (253)
Wsteczny iloraz réznicowy:
fi—1Ffi—1
f;- = hj (25b)
Symetryczny iloraz roznicowy:
fi+1—Tfi—1
f; = It o J (25¢)
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Wszystkie te przyblizenia mogg dac¢ rozne wyniki. Co wiecej, niesyme-
ryczne przyblizenia (25a)),(25b) mogg wprowadzac pewien btgd systema-
tyczny, zalezny od wypuktosci (od drugiej pochodnej) analizowanej funkciji.
Przyblizenie symetryczne (25c) jest pod tym wzgledem najbezpieczniej-
sze.

Jako$¢ uzyskanego przyblizenia pochodnej mocno zalezy od kroku inter-
polacji: im wigkszy krok, tym przyblizenie pochodnej jest gorsze.
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Przykiad

Niech f(z) = sx2. Wowczas poszczegoine ilorazy roznicowe dajg

fclio przodu — &L T %h ; (262)
f \;vsteczny — T %h, (26Db)
f éymetryczny = . (26¢)

Symteryczny iloraz réznicowy daje w tym wypadku wartos$¢ doktadng, ale
jest to przypadek, wynikajgcy ze szczegdlnie prostej postaci funkciji (z tego,
ze rOzniczkowana funkcja jest wielomianem stopnia drugiego).
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Przykiady

do przédu + ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ do przédu +
L - wsteczn i L - wsteczn i
15 E symetrycznz X 15 + symetrycznz X
1 1 Ry
+ '
05 | " K - 05 | '
503
; +
0 0 -
+ + +“;
-05 o4 05 |
- . + + i * *
1 i 0 1 K % % *
5 | g 5 |
4 3 2 1 0 1 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4

Wyniki rézniczkowania numerycznego funkcji w 9 (lewy panel) i 21 weztach (prawy
panel) za pomocag wzoréw (25a)-(25c). Linia kropkowana oznacza doktadng warto$¢
pochodnej. Widoczne sg systematyczne réznice pomiedzy przyblizeniami “do przodu”
a “wstecznym”. W tym przyktadzie uzyto tej samej funkcji, co w poprzednich.
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Rézniczkowanie splajnow

Najlepszym, a zarazem numerycznie tanim, sposobem rozniczkowania nu-
merycznego jest przeprowadzenie splajnu, a nastepnie zrozniczkowanie
go w weztach. Korzystamy przy tym z wszystkich wtasnosci splajnow,
a wiec z semi-analitycznych wzoréw i z pewnosci, ze pochodna jest cig-
gta w weztach, co pozwala nam unikng¢ niejednoznacznosci zwigzanej ze
stosowaniem wzorow (25).

Dla uproszczenia w dalszym ciggu bedziemy zaktadac, ze mamy do czy-
nienia z naturalnymi splajnami kubicznymi z rownoodlegtymi weztami.

Rézniczkujac wyrazenie (13a), wlasciwe dla przedziatu [z, x;4 1], i obli-
czajgc pochodng w prawym krancu przedziatu, otrzymujemy

1 1
Yip1 = E(fj—l—l — f;) + gh(2§j—|—1 +&;). (27)
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Rownie dobrze moglibysmy jednak wzigé wielomian dla przedziatu
[ 41, 7 42], Zrézniczkowac go i obliczy¢ pochodng w lewym krancu prze-
dziatu:

, 1 1
Yit1 = E(fj—I—Q — fi+1) — gh(2§j+1 +&i42) - (28)

Wiemy, ze wyrazenia (27), (28) sg sobie rowne. lIstotnie, poréwnujac ich
prawe strony, dostajemy wyrazenie

6
i+ 441+ &40 = ﬁ(fj —2fiy1+ fi42), (29)

odpowiadajgce (j+1) wierszowi rownania (15).
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Wyrazenia (27), (28) sg sobie réowne w arytmetyce doktadnej. W praktycz-
nych obliczeniach numerycznych mogg wystgpi¢ jakies$ rdéznice. Aby je
zminimalizowaé, bierzemy Srednig prawych stron (27), (28). Ostatecznie
jako przyblizenie pochodnej dostajemy

fi+1—Ffj—1 1h
2h 12
7 = 2,3,...,.n—1

y'(z5) (641 —&-1) (30)

Wyrazenie (30) ma postac¢ symetrycznego ilorazu ré6znicowego z popraw-
kami wynikajgcymi ze znajomosci przyblizenia drugiej pochodnej. Wiel-
kosci &, wyliczamy z réwnania (15).
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Przykiad

15

05

péchodna splaljnu X

05

-15

Rdézniczkowanie numeryczne na podstawie naturalnego splajnu kubicznego z 21

rownoodlegtymi weztami. Linia kropkowana oznacza prawdziwy przebieg pochodnej

interpolowanej funkgji.
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