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Problem

Majgc dany szereg czasowy

{z 3, = {z1,20,..., 2N}

(zazwyczaj nieciekawy), zdobgdz informacje na temat mechanizmu
odpowiedzialnego za wygenerowanie tego szeregu (co moze by¢ interesujgce).
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Po owocach jego poznacie go.
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Probkowanie

Nie zajmujemy sie sygnatami ciggtymi, ale sygnatami, ktore zostaty sprobko-
wane z pewnym statym krokiem:

gn=g(npd), n=...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... (1)

Proces probkowania wprowadza pewng czestotliwos¢ charakterystyczng, zwang
czestotliwoscig Nyquista:

1
= —. 2
INya = S X (2)
Uwaga: Jesli chcemy rozpoznaé fale harmoniczng, nalezy jg sprébkowaé (co
najmniej) dwa razy w kazdym okresie. Jesli probkujemy z krokiem A, mozemy

rozpoznac czestotliwosci f € [~ finyqs fNyql-
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Dodatnie i ujemne czestotliwosci

Jesli dopuszczamy dodatnie i ujemne czestotliwosci, et2mift e—2mift —
e1t2mi(=f)t mozemy odrozni¢ sin 27 ft od cos 2 ft, ktére maja taka sama cze-
stotliwosc, ale réznig sie faza.
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Twierdzenie Shannona-Kotelnikowa o probkowaniu

Pytanie: Kiedy mozemy prébkowac lub tez pod jakimi warunkami dyskretne
probki dadza te samg informacje, co funkcja o argumencie ciggtym?

Theorem: Jesli funkcja g(t) jest pasmowo ograniczona, czyli gdy zwiera tylko
czestotliwosci z przedziatu [— fnyqg, fNyql: 1 9dy mamy nieskonczony szereg
prébkowany z krokiem A, wéwczas

v o) = A i gnsin (277:2\110'7(:;)71A)) |

n——oo

(3)

Szum (procesy stochastyczne) i funkcje nieciggte (zawierajgce skoki) nie sg pa-
SMOWO ograniczone.
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Aliasy

Jesli w sygnale sg czestotliwosci spoza przedziatu f € [— fnyg, fNygls nie tylko
sg one tracone, ale takze psujg one informacje o czestotliwosciach z przedziatu
Nyquista.

Rozwazmy dwie fale harmoniczne exp(2nifit), exp(2wifot) takie, ze f1 —
fo = k/A. Wowczas

exp(2rifinA) = exp(2mi(fo + k/A)nd)
= exp(27wifonA + 2wikn) = exp(2wifonl) .

Takie fale dajg identyczne prdobki, jesli prébkowac je z krokiem A.
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Example 2

1.5 R T T T T = T T T

0.0 | I T '

sin(2mtt) + 0.5sin(9t)
sm(2T[t) - 0.5sin(7mt)

-1.5 1 " 1 1 :‘: 1 1 » 1 1 ;
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5 4.0

Czestotliwo$¢ 9/2 zostanie fatszyWwie zinterpretowana jako 7/2.
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Transformacja Fouriera

oo

G = [ gty st ar )

— 0
Funkcja musi znika¢ dostatecznie szybko dla ¢t — +oo aby transformacj Fouriera
istniata.

Transformacja odwrotna:

oo

g(t) = [ G(pe2riltas )

— OO
Trzeba zapamigta¢ gdzie umiesci¢ 2, jest kilka réznych konwenciji.
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Wiasnosci transformaciji Fouriera

Splot:
(Gxm® = [ aoh(t—n)ar (6a)
gxh — GUH() (6b)
Funkcja korelagji
Corr(g.h) = 709(T—|—t)h(t)d7' (7a)
Corr(g.h) — G()H(f) (7b)
Comyiaht © 2005127 F Gor 0



Twierdzenie Wienera-Chinczyna

Funkcja korelaciji:

Corr(g,9) — |G(f)|?

Tozsamos¢ Parsevala

/ lg(t)|? dt = / IG(f)|? df = catkowita moc
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Skonczone szeregi czasowe

Twierdzenie o prébkowaniu wymaga nieskonczonego szeregu czasowego.
W rzeczywisto$ci mamy dane jedynie szeregi skonczone, o pewnej dtugosci N.
Stosowane sg dwie konwencje:

e Zaktadamy, ze wyrazy szeregu na obu koncach dgzag do zera (jesli trzeba,
mnozymy szereg przez odpowiednig funkcje okna) i sg tozsamosciowo
rowne zeru przed zarejestrowanym poczagtkiem i po zarejestrowanym koncu.

e Zaktadamy, ze zaobserwowany szereg skonczony jest okresem nieskonczo-
nego szeregu okresowego. (W tej konwencji sinus i kosinus majg transfor-
maty Fouriera.)
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Przyjmujemy tg drugg konwencje i udajemy, ze szereg ma postac

. 7g07917927 c e 7gN—1/7\gO7gl7927 SR 79N—1/7\907917927 S 79]\7—1/7 SR (10)
kopré—l prawdzine dane kopig—|—1

Poniewaz mamy N (przyjmijmy, ze jest to liczba parzysta) probek wejsciowych,
dyskretna transformacja Fouriera (Discrete Fourier Transform, DFT) moze by¢
obliczana tylko w N punktach. Decydujemy, ze DFT obliczamy tylko dla czesto-
tliwosci

fn=—— n—-—,...,—. (11)
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Dyskretna transformacja Fouriera

@)
GUf) = [ o) 2t at
— 00
, v s(N—1)A | (N—1)A |
= Mo 2 / g(t) It dt = / g(t)e* ™t
s=—M_1)(N-1)A 0
N-1 | N-1 |
~ Z A g, e2mifntl — A Z Ik p2mikn/N (12)
k=0 k=0
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Liczby

1N1

Z g eQWan/N (13)

G, —
n\/ﬁko

nazywamy dyskretnymi sktadowymi Fourierowskimi funkcji g. Transformacja od-
wrotna ma postac

1 & 2rikn/N
= Gp e <Ten 14
0= 3 G (14

Dyskretna tozsamos¢ Parsevala:

Z g% = Z Gn|?. (15)
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DFT jako transformacja liniowa

Rownanie (13) mozna przepisa¢ w postaci

N-1

Gn = ), Wokdrk, (16a)
k=0
1 :

W, = \/—NGQT‘-an/N' (16b)

Liczby W,,;,. mozna interpretowac jako elementy pewnej macierzy. Wobec tego
16) mozna zapisa¢ w zwartej postaci w nastepujgcy sposob:

G = Wg, (17)

gdzie G,g € CN, W ¢ CN*N | Jaka jest ztozono$é obliczenia DFT? Wydaje
sie, ze jest to koszt pomnozenia wektora przez macierz, a wiec O(N?2).
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Wiasnosci macierzy W

N-1

N-—-1 B
(WWT), = 3 Wiy (Wh), (= 3~ Wi (Wap)" = % ; 2mi(i-)k/N

k=0 k=0

(18)

Jezeli | = s, wszystkie wyrazy rownajg sie 1, wiec wynikiem jest 1. Jezeli

[ —s=m # 0,
: N
1 N-1 , . 1 — (e2mm/N 1 _ 2mmi
(WWT) . Z (627T2m/N) — ( ) . —0.
ls N “— N(1-— 27rzm/N> N(1 - 2mm/N)
k=0
(19)
T —
(WW >ls - 5l8'
Macierz W jest macierzg unitarna.
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Podsumowanie

DFT jest, z doktadnoscig do normalizacji, unitarnym przeksztatceniem wektora
probek na wektor sktadowych Fourierowskich.

DFT przedstawia wektor probek w innej bazie, a mianowicie w bazie rozpinanej
przez zdyskretyzowane sinusy i kosinusy o czestotliwosciach 0, 1/(NA),
2/(NA),...,1/(2A).

Dzieki symetriom macierzy W, ztozono$¢ obliczeniowa DFT moze by¢
znacznie zmniejszona (FFT).
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Uwagi

e Dyskretne sktadowe Fourierowskie sg okresowe. W szczegdlnosci,
G_njo=Gpyo-

e Uzywa sie takze transformaciji rozpietych na samych sinusach bgdz kosinu-
sach (transformacje jednostronne).

e “Sygnat’” moze by¢ zespolony. Jesli sygnat jest rzeczywisty, wygodnie jest
oblicza¢ jego transformate, traktujgc go jako sygnat zespolony o potowko-
wej dtugosci. Wygodnie jest takze jednoczes$nie oblicza¢ transformate dwu
sygnatdw rzeczywistych, traktowanych jako czes¢ rzeczywista i urojona sy-
gnatu zespolonego. W obu wypadkach symetrie DFT pozwalajg zidentyfiko-
wac co jest transformacjg czego.
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Transformata sygnatu pokrywajacego sie z jednym z sygnatow bazowych

1.0 HK T T T )K T T T * T T T )K T T T T
i N =32,4=1/8
1
L X X X X X X
05 L 08 L
g : : ! ; : : : 06
S oot * ¥ ¥ * * * X ¥ &
B . : : : ; | ]
i 04 |
-05 ;:
; 02
X X X ¥ ¥ X X ¥
-1.0 1 )K : 1 1 x i 1 1 )K 1 1 )K 0 1 1 1 1 1 1
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0 0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0
t f
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Transformata czystego sygnatu harmonicznego,

ktory nie pokrywa sie z pojedynczym sygnatem bazowym

1.0 —QK T

S X * N =32, A=1/8
0.8 - >K Co 1r
¥ |

06 -

0.4 .": >K * o8y

0.2 3 ; V)
= * : 0.6
g oo0f : ; <

02 F :2. ;‘:

1“ x e 04 |

04 | ! ;

0.6 * ¥ 02 |

0.8 ' % -

-1.0 1 * 1 1 BK 1 x >F 0 1

0.0 05 1.0 15 2.0 4.0 0.0 35 4.0
t
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Zwiekszanie liczby probek bez zmiany kroku probkowania

zwieksza rozdzielczos¢

15

1.0 . .«
05

of .t .

sin(6t) + 0.5sin(7t)

-0.5

-1.0

-1.5

1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0

1
25

1
3.0

1
3.5

4.0

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
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Macierz Vandermonde’a

Mecierz DFT jest szczegblnym przypadkiem
1 (N) NxN i
\/NV e C , gdzie

macierzy Vandermonde’a W =

1 1 1 1
Z0 Z1 ZN—-2 ZN-1
ViV = | 23 27 N_o ZN_1 (20)
N-1 N:—l N:—l N:—l
0 “1 FN—-2 *N-1
W wypadku DFT, z;,, = exp(27ik/N).
Copyright (©) 2009-12 P. F. Géra 13-23



Algorytm szybkiej transformacji Fouriera (Fast Fourier Transform, FFT)

Przedyskutujmy to na przyktadzie N = 8

1 1 1 1 1 1 1 1 _ _
1 1ti g —it+i 1 =1=¢ . 1—i 90
1 V2 1 V2 1 V2 1 V2 I1
(/ — —1 (/ — —1
: . : : go
s —14+: . 147 1— . —1—1
a_ V( )g _ 1 1 75 i 5 1 5 NG g3
/8 Jgl1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 ga
14 S +i . —1+4i
1 /3 1 5 1 /3 ) 2 g5
1 —i -1 1 —i =1 g6
1 1=, -1 _q =144 . 14i | | 97
! V2 V2 V2 V2

(21)

Wida¢ pewne wzorce, ale trudno jest dostrzec symetrie.
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Spermutujmy kolumny macierzy i wiersze wektora probek tak, aby nie zmienic
wyniku:

1 1 1 1 1 1 1 1 _ )
1 i —1 —4 1t =141 —1—¢ 1—1 g0
V2 V2 V2 V2 9>
1 —1 1 —1 ') —1 ) —1
T T R T R E S £ S B R B 94
Q—=_— V2 V2 V2 V2 96 (22)
Jgl1 1 1 1 -1 -1 1—+1 —1i g1
- C—1—i 1—i i —14
1 ') 1 7 o) 2 /2 /2 g3
1 -1 1 —-1 —3 i —q i g5
1 —i 1 ;o1 —1-i —144 140 | [ 97 |
! V2 V2 V2 V2

Teraz zaczynamy cos widziec!
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Przepiszmy rownanie (22

i

v(#4)

v (4)

Q@v(4)

_®v(4)

w nastepujgcej notacji blokowej

go
g2
g4
g6
g1
g3
g5
gr

(23)
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...Qgdzie

|—l
+ O
o o

0O4) —

OO0 O~
OOE.
O .

N

v(4) —

PO O O
+

.

el

1

1 1
-1 —

1 -1
—1 1

(24)
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A zatem

gdo g1
v(#4) | 92 4+ Qdvyv4) | 93
94 g5
. 1 | 96 | 97 | 26)
V8 90 [ 91 ]
v4) | 92 | _ @y | 93
94 g5
I 96 | L 97 | |

Fragmenty o réznych kolorach obliczane sa tylko raz. Mnozenie przez Q(4)
zachodzi w czasie liniowym. Zredukowalismy catkowitg liczbe operacji o pofowe.
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Kluczowa obserwacja: V(4 mozna sfaktoryzowac w podobny

sposdb, z jednoczesng permutacjg wektora wejsciowego:

g0

v(® | 92 |

g4
| 96

(2) _ 1 1
v _[1—1

[ v(2)

v(2)

Q(2)v(2)

_0@)v(2)

R

(podobnie dla [g1, g3, 95, 97] )

9o |

94
27
. (27)

_ ,LO
il
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Zatem

S~

+0M®)

1Y

V() [

g1
gs

]_

g3
g7

_ o .

L 97 -

|

(28)

Wektory dwuwymiarowe o réznych kolorach obliczane sg tylko raz. Zmniejszy-

lismy liczbe operaciji czterokrotnie.
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Ostatnia zagadka

DokonaliS§my nastepujgcej permutacji wektora wejsciowego
[90, 91, 92, 93, 94, 95 96, 97)1 — [90, 94, 92, 96 91, 95, 93, 971 .

Czy takg permutacje tatwo jest zaimplementowac?

~NwWwoarOoNP~O

0005
1005
0105
1105
001,
1015
011,
1115

—
odwrdc¢ kolejnosce

000-
001,
010,
011,
1005
1015
1105
1115

~NO O AW NNEO

(29)

Wejsciowy wektor zostat zapisany w odwrotnej kolejnosci bitowej indeksow.
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Ten algorytm fatwo mozna uogdélni¢ dla kazdego N = 2%, s € N.

Nie trzeba oblicza¢ cztondéw postaci sin (%) COS (%) — nie trzeba wotac
funkciji bibliotecznych sin(-), cos(-). Na kazdym etapie faktoryzacji tylko jeden
raz obliczany jest pierwiastek odpowiedniego stopnia z ¢, na co sg gotowe
wzory. Nastepnie oblicza sie tylko kolejne potegi tego pierwiastka.

Jaki jest wiec koncowy koszt numeryczny?
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Kazda faktoryzacja zmniejsza liczbe operaciji o potowe.
Jest log, N fakatoryzaciji.

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu FFT wynosi

O(N l0go N)

Na przyktad, dla N = 65536 = 216 algorytm FFT zmniejsza koszt
obliczeniowy wyliczenia DFT ponad cztery tysigce razy.
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Uwagi

Podobne algorytmy mozna skonstruowac dla N = 3%, N = 5% i, w ogo6lnoéci, dla kazdego
N = ¢°, gdzie q jest liczbg pierwszg. Ich ztozonos¢ obliczeniowa wynosi O(N log, N).

Dobre biblioteki automaczynie faktoryzujg macierze o rozmiarach N = q¢7'q¢3* - - - ¢3r, gdzie
q1, 92, - - - , gm Sa niewielkimi liczbami pierwszymi.

Jesli analizujemy szerego, ktérego wyrazy obliczamy, mozemy kontrolowaé jego dtugosc
i powinnismy zadbaé, aby byta ona potegg niewielkiej liczby peirwszej. Jesli analizujemy
szereg “do$wiadczalny”, rozsadnie jest go albo obcigé, albo wypetni¢ zerami, tak, aby dtu-
go$c¢ byta potega niewielkiej liczby peirwsze;.

Istniejg takze “szybkie” algorytmy obliczania transformat jednostronnych (sinusowe;j i kosi-
nusowej).

Na sieci dostepnych jest wiele pakietow obliczajgcych FFT. Niektére z nich sg dobre. Ja
polecam The Fastest Fourier Transform in the West,
http://www.fftw.com.
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