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Co to znaczy rozwigzaé rownanie?

Przypusmy, ze postawiono przed nami problem rozwigzania rownania

f(z)=0. (1)
Przede wszystkim musimy ustali¢ co oznacza stowo “rozwigzac¢”. Mozna bowiem mie¢ na
mysli dwie rzeczy
|. Znalez¢ wszystkie rozwigzania (T)).
Il. Znalez¢ jakies rozwigzanie ().

Pierwszy przypadek zachodzi wtedy, gdy o rdwnaniu mozemy duzo powiedzie¢ od strony
analitycznej — na przyktad gdy jest to réwnanie trygonometryczne lub wielomianowe.
W przypadku ogdlnym na ogét nie wiemy nawet czy jakiekolwiek rozwigzanie (1) istnieje,
a jesli tak, to ile ich jest. Dlatego w przypadku ogélnym zadowalamy sie znalezieniem
jakiegos, pojedynczego rozwigzania (o ile warunki zadania nie stanowig inaczej).

O funkcji f(x) zakltadamy, ze jest ciggta i — na ogdt — roézniczkowalna odpowiednig ilosé
razy.
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Krothos¢ miejsca zerowego

Méwimy, ze zg jest miejscem zerowym funkcji f(x) o krotnosci k, jezeli
w tym punkcie zeruje sie funkcja wraz ze swoimi pochodnymi do rzedu
k—1: f(zo) = f'(w0) = f"(z0) = --- = f*~D(x0) = 0. Na przyktad
wielomian P(z) = z*—z3—1z24 2 ma jednokrotne miejsce zerowe w x =
—1, jednokrotne miejsce zerowe w x = 0 | dwukrotne miejsce zerowe
w z = 1. Natomiast funkcja f(z) = (22 — 1)sinh3z ma jednokrotne
miejsca zerowe w x = +1 i trzykrotne miejsce zerowe w = = 0.

Funkcja zmienia znak w otoczeniu miejsca zerowego o krotnosci nieparzy-
stej i nie zmienia znaku w otoczeniu miejsca zerowego o krotnosci parzy-
ste;.
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Metoda bisekcji

Jezeli funkcja f(x) jest ciggta i jezeli znajdziemy dwa punkty, w ktérych
znak funkciji jest przeciwny, f(x1) - f(xo) < 0, jako przyblizenie miejsca
zerowego bierzemy Srodkowy punkt przedziatu [x1, z2], x3 = (z1+x2) /2.
Ustalamy, w ktérym z przedziatéw [z1, x3], [x3, x2] funkcja zmienia znak,
po czym powtarzamy catg procedure dla tego przedziatu. Procedure kon-
czymy, gdy znajdziemy x,, takie, ze |f(xn)| < &, gdzie ¢ jest zadang do-
ktadnoscig poszukiwania rozwigzania rownania (1)).

Zbiezno$¢ metody bisekciji jest liniowa, to znaczy, ze na ustalenie kazdego
kolejnego miejsca dziesietnego w rozwinieciu miejsca zerowego potrzeba
takiej samej liczby iteracii.

Metoda bisekcji dziata dla miejsc zerowych o nieparzystej krotnosci i nie
dziata dla miejsc zerowych o krotnosci parzyste.
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Metoda regula falsi

Metoda requla falsi, czyli “metoda fatszywego potozenia”, jest jedng z naj-
czesciej stosowanych metod poszukiwania rozwigzan rownania (1). Punkt
wyjscia jest podobny do metody bisekcji: Jezeli funkcja f () jest ciggta i je-
zeli znajdziemy dwa punkty, w ktorych znak funkcji jest przeciwny,
f(x1) - f(xo) < 0O, jako przyblizenie miejsca zerowego bierzemy punkt
przeciecia siecznej przechodzacej przez punkty (x1, f(x1)), (o, f(x2))
z 0sig OX:

_ f(@1)zo — f(z2)21
r3 = : (2)
f(z1) — f(=z2)
Jezeli |f(x3)] < e (e jak poprzednio), konczymy procedure. Jezeli nie,
wybieramy ten z przedziatow [z, x3], [x3, 2], w ktdrym funkcja zmienia
znak | postepujemy analogicznie.
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Metoda siecznych

Metoda siecznych jest nagminnie mylona z metodg regula falsi. Punktem
wyjscia sg dowolne dwa punkty, dla ktérych f(x1) = f(x>). Prowadzimy
sieczng przez te punkty (bez wzgledu na znak f(xz1) - f(xz2)), i jako x3
bierzemy miejsce zerowe tej siecznej, dane takze wzorem (2). W kolejnych
krokach bierzemy zawsze dwa ostatnie punkty, bez wzgledu na to, czy
funkcja zmienia znak.

Metoda siecznych i metoda requla falsi to sg inne metody! Metoda siecz-
nych moze by¢ zbiezna szybciej niz metoda regula falsi, ale — w odrdznie-
niu od regula falsi i metody bisekcji — w niektorych przypadkach zawodzi
(nie jest zbiezna do miejsca zerowego).
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Porownanie

Dia funkgji f(z) = a* 4+ 23 — z + £ sin(16x) z punktami startowymi
r1 = 0.8, zo = 1.2, metody zbiegaly sie do |f(0.879312)| < 107°,
przy czym liczba krokow wyniosta odpowiednio

metoda Krokow
bisekcji 17
regula falsi 8
siecznych 4
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Interpolacja odwrotna

Przypusémy, ze mamy stabelaryzowane wartosci funkcji w weztach:

z; L] 2o | 23| ... |z

| 21 | 22 | 23
fi=f@) || 1| f2| f3]---| Jn

(3)
przy czym — wazne! — stabelaryzowane wartosci sg scisle monotoniczne,
fi > fo> > fn(ub f1 < fo < --- < fn). Skoro funkcja jest
monotoniczna, jest odwracalna, przy czym “wezty” i “wartosci” zamieniajg
sie miejscami:

Ji | Al fal fal].-- | fn

z;=f"(f) | 21 |22 a3 | ... | 2n

(4)
Wartos¢ funkcji odwrotnej w zerze oznacza punkt, w ktéorym funkcja ma
miejsce zerowe! Aby znalez¢ przyblizone miejsce zerowe funkcji f(x),
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tworzymy wielomian interpolacyjny wedtug tabeli (4) i obliczamy wartos¢
tego wielomianu, czyli przblizenia funkcji odwrotnej, w zerze.

Ze wzgleddw praktycznych interpolacje odwrotng stosuje sie dla niewiel-
kiej liczby weztow. Wynik interpolacji odwrotnej moze stuzy¢ jako punkt
startowy innych, bardziej doktadnych metod.

Jezeli prowadzimy interpolacje odwrotng opartg o dwa punkty, jest to row-
nowazne jednemu krokowi metody siecznych.

Copyright © 2010-11 P. F. Géra 7—11



Metoda siecznych i interpolacja odwrotna

T
interpolacja odwrotna

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
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Metoda Newtona

Przypusémy, ze prawa strona rownania (1) jest rézniczkowalna. Rozwijamy
te funkcje w szereg Taylora wokot pewnego punktu

flzo+0) ~ f(zo) + 6 f'(x0) (5)
a nastepnie zgdamy, aby lewa strona rozwiniecia znikata. Jak duzy
krok § powinniSmy wykonaé? § = —f(zg)/f' (xg). Przyjmujemy, ze

przesuwamy sie do punkiu z1 = xg + ¢ i powtarzamy catg procedure.
Przesuwamy sie do kolejnego punktu — i tak dalej. Prowadzi to do iteracji

f(wn)
T = Tn — : 6
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Interpretacja geometryczna metody Newtona — metoda stycznych

1 L ! ! !
0.8 1 1.2 14 1.6 1.8
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Kryterium zbieznosci

Zauwazmy, ze punkt staty iteracji (6) jest rozwigzaniem rownania f(z) =
0. Formalnie, jezeli funkcja

(7)

(i) jest ciggta oraz (ii) przeprowadza pewien przedziat domkniety [a, b] w ten
sam przedziat domkniety [a, b], to na mocy twierdzenia Brouwera iteracja
(6) ma w tym przedziale punkt staty, bedacy rozwigzaniem rownania ().

Problem lezy w spetnieniu warunku (ii)
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Metoda Newtona moze by¢ rozbiezna!
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Metoda Newtona moze prowadzi¢ do cykli
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Przykiad czterocyklu
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Inny przyktad cyklu
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Metoda Newtona zastosowana do funkcji f(z) = {
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e Metoda Newtona jest zbiezna kwadratowo do jednokrotnych miejsc
zerowych (liczba iteracji potrzebnych do ustalenia kazdego kolejnego
miejsca dziesietnego zmniejsza sie o potowe).

e Metoda Newtona jest tym szybcie] zbiezna, im blizej poszukiwanego
miejsca zerowego lezy poczgtkowe przyblizenie. Jezeli poczgtkowe
przyblizenie jest “niedobre”, metoda Newtona moze zawiescC.

e Metoda Newtona jest zbiezna liniowo do wielokrotnych miejsc zero-
wych.

e Metode Newtona mozna fatwo uogoélni¢ na przypadek zespolony, acz-
kolwiek iteracja (6) zastartowana z rzeczywistego punktu poczatko-
wego dla rzeczywistej funkcji f(x) pozostaje rzeczywista.

e Granice basendw atrakcji poszczegdlnych miejsc zerowych w meto-
dzie Newtona na ptaszczyznie zespolonej bardzo czesto sg fraktalne.
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Wielomian ze stabilnym dwucyklem

f(z)=2>+32°-52+9

Imz
o
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Tiumiona metoda Newtona

W pewnych przypadkach — na przyktad aby uciec ze stabilnego wielocy-
klu — zamiast metody Newtona (6)) stosuje sie tfumiong metode Newtona
(ang. damped Newton method)

o f(xn) (8)
f(zn)

gdzie a € (0, 1]. Aby uciec z wielocyklu, na 2-3 kroki metode Newtona

zastepuje sie metodg ttumiona.

wnl — In —
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Metody wykorzystujace druga pochodna

Metoda Newtona opiera sie na rozwinieciu Taylora (5) do pierwszego rzedu.
Mozemy to uogdlni¢ na rozwiniecie do rzedu drugiego:

fao+0) = f(zo) +5 /(o) + 502 f'(we). ()

Jak poprzednio, zgdamy, aby lewa strona znikata, co prowadzi do kroku

_ —F'(z0) £/ [f'(20)]* — 2f(z0) " (x0)

5 (10)
f"(z0)
a dalej, po prostych przeksztatceniach, do iteracji
2f(zn)

(11)

Ip4+1 — In —

F(an) £ IF @n)]? = 2f (@n) £ (zn)
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Znak w mianowniku (11) wbieramy tak, aby modut mianownika byt wigk-

szy . W odréznieniu od metody Newtona, metoda

11

moze prowadzi¢ do

zespolonych iteratow takze dla rzeczywistych wartosci poczatkowych.
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Metoda Halleya

Inng metode daje zastosowanie metody Newtona do rownania
f(x)

()]
Kazdy pierwiastek f(x), ktéry nie jest miejscem zerowym pochodnej, jest
pierwiastkiem ¢g(x); kazdy pierwiastek g(x) jest pierwiastkiem f(x) (roz-

wigzaniem rownania (1)). Po przeksztatceniach algebraicznych otrzymu-
jemy iteracje

g(x) = =0. (12)

Qf(xn)f”(xn)
n = In — 13a
L T T S @) — F(an) () (159
lub w postaci alternatywnej
7 —1

Xr 1 — In — — .
PEETT T fan) | f(an)  2f (xn)
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