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Wprowadzenie

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

Y =1(z,y), (1)
X

gdzie y,f € R™, n > 2. Rozwigzanie rownania (1) zalezy od n statych wy-
znaczanych z warunkow, jakie spetniaC musi poszukiwana funkcja y. Na Wy-
ktadzie 4 powiedzieliSmy, ze ,jesli wszystkie te warunki zadane sg w jednym
punkcie, rownanie (1) wraz z warunkami narzuconymi na funkcje, nazywa sie

problemem poczatkowym czyli problemem Cauchy’ego”.

A jesli warunki nie sg zadane w jednym punkcie?
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Dwupunktowe problemy brzegowe

W praktyce dos¢ czesto wystepujg sytuacje, w ktérych warunki zadane sg w dwu punktach —
na poczatku i na koncu przedziatu, w ktérym poszukujemy rozwigzania. Oznaczmy ten przedziat
przez [0, b]. Warunki, ktére zadajemy, maja jedng z trzech postaci:

postaé ogdlna: g(y(0),y(b)) =0, (2a)

warunKi liniowe: Boy(0) 4+ By(b) = b, (2b)

rozZsepa- yl(o) — gla yQ(O) — gQa R 7yk(0) — gk’) (20)
rowane: Yk+1(0) = Yrt1,- -5 Yn(d) = 4n, 1<k<n.

Bo, B, sg statymi macierzami, b jest statym wektorem. Warunek w postaci (2c) jest szczegdlng
postacig (2b), ktory jest szczegdlng postacig (2a).

Rownanie (1) wraz z jednym z warunkow (2) nazywam dwupunktowym
problemem brzegowym dla rownania rézniczkowego zwyczajnego.
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Przyktad 1:
Znalez¢ y(t) spetniajgce

y+y=20,
y(0) =0, y(b) =1/2.
(Rozwi zaniem jest y(t) = sint
4 JeStU) = Seing

Przyktad 2:
Rownanie struny:

—(p(D)u) + q(W)u = r(t),
uw(0) =0, v/'(b) =0.

)
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BVP moze nie mie¢ rozwigzania

Przyktad 3 — ODE z separatrysa:

15

y(X)

0.5

10. Dwupunktowe problemy brzegowe



BVP moze mie¢ niejednoznaczne rozwigzanie

Przyktad 4: Problem

u” eu—l—l — 07

uw(0) =u(1l) =0,

ma dwa rozwigzania dane przez

() = —21n {cosh [(t — 1/2)9/2]}

cosh(6/4)
gdzie 6 spetnia

0 = v/2ecosh(6/4).
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Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan BVP. ..

... W 0gblnosci nie sg znane. Znane jest tylko twierdzenie o istnieniu i jedno-
znacznosci rozwigzan liniowego BVP z liniowymi warunkami brzegowymi: Row-
nanie

dy

= A@)y +q(@) 7

wraz z warunkami brzegowymi postaci (2b) ma rozwigzanie, ktére jest przy tym
jednoznaczne, wtedy i tylko wtedy, gdy A, q s3 ciggte oraz gdy macierz

Q=Bo+B,Y(b), (8a)
jest nieosobliwa, przy czym macierz Y (x) spetnia
X _ A@yY, (8b)
dx

z warunkiem Y (0) = L.
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Stabilnos¢ BVP

, lestowy” problem Cauchy’ego

dy
dl :_Ayla yl(o):17 (9)
xr
jest stabilny gdy A > 0. Dokonajmy w (9) zmiany zmiennych: v = b — «,

yo(7) = y1(b — x). Woéwczas d/dx — —d/dr, 0 — b. Otrzymujemy

dyo
- = A2, y2(b) = 1. (10)

-
Rownanie (10) jest tozsamosciowo rownowazne rownaniu (9) i takze jest sta-
bilne dla A > 0. Réwnanie (10) odpowiada propagacji wstecz w czasie. O ile (9)

jest problemem poczatkowym, (10) jest ,problemem koncowym”.
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Jesdli zapisa¢ (9), (10) tagcznie, otrzymujemy nastepujgcy problem brzegowy
0 rozseparowanych warunkach:

/
y]_ — —A 0 Y1 11
HNERIH! ™
y1(0) =1, yo(b) = 1.
Z poprzedniej dyskusji widac, iz (11) jest, jako BVP, stabilny. Widzimy jednak,

iz rownanie rozniczkowe w (11) zawiera mody stabilne przy propagacji w przod
oraz inne mody stabilne przy propagacji wstecz w czasie.
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Metoda strzelania — najprostszy przypadek

Rozwazmy na poczatek robwnanie (1) z n = 2 oraz rozseparowanymi warunkami
brzegowymi (2c):

Z—i = f(z,y), (12a)
y1(0) = 3y, (12b)
ya(b) = 3y, (12c)

Rownanie (12¢) ma postaC¢ warunku koncowego. Aby moc numerycznie roz-
wigzac problem (12), zamieniamy warunek koncowy na warunek poczgtkowy.
Mamy zatem
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% — f(.ﬁE,Y), (133-)
y1(0) = y, (13b)
y>(0) = c, (13c)

gdzie ¢ przyjmujemy na poczagtku w sposob (prawie) dowolny. Teraz, przy
ustalonym ¢, rozwigzujemy numerycznie Problem Cauchy’ego (13). Rozwig-
zanie numeryczne daje nam y>(b) = 2 Oczywiscie be) jest funkcja c,

"(b) = ~gb)(c) Rozwigzanie numeryczne spetnia warunek poczatkowy (12b).
quamy, aby takze warunek koncowy (12c) byt spetniony:

79 (c) = 4 . (14)
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(14) jest rownaniem algebraicznym na warunek poczgtkowy ¢ — metoda strze-
lania oznacza konieczno$SC rozwigzania tego réwnania algebraicznego. Za-
uwazmy, ze kazdorazowe obliczenie lewej strony réwnania (14), oznacza ko-
nieczno$¢ numerycznego rozwigzania problemu Cauchy’ego (13). Podkreslam,
ze rOwnanie to trzeba rozwigzac za pomocg odpowiedniej metody numerycz-
nej — dostowne strzelanie, czyli dobieranie ¢ na chybit-trafit, na ogét przynosi
Kiepskie rezultaty.

Gdyby trzeba byto “uzupetniaé” wiecej warunkdéw poczatkowych (dla n > 2), za-
miast rownania (14) otrzymujemy ukfad réwnan algebraicznych. Mozna go pro-
sto rozwigzywac metodami nie wymagajgcymi obliczania pochodnej lewej strony,
a zatem nie wielowymiarowg metodg Newtona. Uzycie metody Newtona moze
przyspieszy¢ zbieznos¢, wymaga to jednak dodatkowej analizy teoretycznej —
patrz nizej.
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Przyktad

Rozwazmy BVP

W = ytas, (15a)
dx

dz = y— 3z, (15b)
dx
y(0) = 1, (15¢)
z2(1) = 1. (15d)

Metoda strzelania polega na zastgpieniu warunku (15d) przez warunek
2(0) = zp i numerycznym rozwigzaniu powstatego problemu Cauchy’ego.
Liczbe zg staram sie dobraé tak, aby obliczona numerycznie wartos¢ z(1) spet-
niata (15d).
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Wyniki metody strzelania dla problemu (15)
klasyczna czterokrokowa metoda Rungego-Kutty, h = 1/512
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