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Metody DIRK

Jesli spodziewamy sie problemow ze stabilnoscig, w szczegdlnosci jesli rozwig-
zujemy problemy sztywne, powinniémy stosowa¢ metody niejawne. Niejawna
s-punktowa metoda Rungego-Kutty
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zastosowana do rozwigzania m-wymiarowego uktadu réwnan pierwszego rzedu,
wymaga w kazdym kroku rozwigzania uktadu s x m réwnan algebraicznych,
w ogolnosci nieliniowych, co moze by¢ BARDZO kosztowne.
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Aby zmniejszy¢ ten koszt nie tracgc stabilno$ci metod niejawnych, stosuje sie
metody DIRK (ang. Diagonally Implicit Runge-Kutta), zwane tez metodami poét-
niejawnymi (ang. semi-implicit). W metodach tych macierz B ma niezerowe
elementy diagonalne i poddiagonalne — elementy ponaddiagonalne sg zerowe:
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Dzieki temu, stosujac s-krokowg metode do problemu m-wymiarowego, zamiast
rozwigzywac jeden uktad réwnan algebraicznych o wymiarze s x m, nalezy roz-
wigzacC s uktaddéw o wymiarze m — po jednym uktadzie na kazdy krok. Jest to
numerycznie prostsze.

Przyktady metod DIRK podane byty na ¢wiczeniach.
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Adaptacyjne podwajanie/potowienie kroku

Dobre algorytmy numerycznego catkowania ODE powinny, w miare moznosci,
same ustala¢ krok, z jakim przechodzg zadany przedziat. W tym celu algorytm
musi zna¢ oszacowanie btedu popetnionego w ciggu jednego kroku. Dla metod
Rungego-Kutty najprostszym tego typu algorytmem jest algorytm adaptacyjnego
podwajania/potowienia kroku. Przypuscémy, ze zgdam, aby btagd na jeden krok
nie przekraczat Amax. Niech aktualny krok catkowania wynosi h. Przechodze
przedziat [z, xn, + 2h] dwa razy: raz dwoma krokami o dtugosci h i raz krokiem
o diugosci 2h.
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W ten sposob otrzymuje dwa oszacowania wartosci y,,+ 1. Dla metody rzedu p
spetniajg one

y(zn+20) = y3 +20te + o t?), (3a)
y(zn +2h) = ,,221 + (2P + O(hPT2). (3b)

Rdznica
A=yl -y (4

stanowi oszacowanie btedu. Zachodzg dwa przypadki:
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1. JA]| € Amax: Wbwczas przechodze do punktu x,4+1 = zn + 2h, jako
rozwigzanie przyjmuje y(xn + 2h) = yff_gl, zwiekszam krok h — 2h

i probuje przejs¢ nastepny przedziat z dwa razy wiekszym krokiem.

2. [|A]] > Amax: Wowczas cofam sie do punkiu x,, zmniejszam krok h —
h/2 i ponawiam catg procedure. W tym wypadku nalezy sie zabezpieczy¢
przed zmniejszeniem sie kroku ponizej pewnego Amin-

Istotne moze by¢ jakg norme wezmiemy.

Dla klasycznej metody czteropunktowej wymagato4 +2-4 — 1 = 11 obliczen
prawej strony.
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Lokalna ekstrapolacja

Jesdli popetniany btad nie przekracza maksymalnego btedu dopuszczalnego,
mozna jeszcze poprawiC rozwigzanie za pomocg tak zwanej lokalnej ekstrapo-
lacji: Przyjmijmy, ze lewe strony obu réwnan (3) sg sobie réwne. Wowczas
eliminujgc h?T1¢ otrzymujemy

A

+2
o+ O, ©)

y(zn + 2h) = y$2 +

Moze to poprawi¢ numeryczne wtasnosci rozwigzania, ale tak naprawde zysk na
rzedzie metody jest pozorny.
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Zagniezdzone (embedded) metody Rungego-Kuity

Rozwazmy dwie jawne s-krokowe metody Rungego-Kutty:

y7(7,1_|21 = ¥Yn+h Z:l wz'(l)kz' + O(hp+1) ; (6a)

yod1 = ynth > wPk; + O(WPF2), (6b)
i—1

k; = yn+ht (fb‘n + ah,yn+h > 6ijkj> (6¢)
=1

Metody te roznig sie jedynie wagami, majg takie same punkty posrednie, a wiec
taki sam zestaw wektorow {k;}, a ich rzedy rdznig sie o jeden. Parami takimi sg
na przyktad para Fehlberga i para Dormanda-Prince’a podane na ¢wiczeniach.
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Obliczajgc jeden zestaw pochodnych w punktach posrednich, mamy
oszacowanie btedu:

S

A=yih-vi=n X (- u®)ia A~ o)

Skoro ||Al| ~ hPT1 to Amax ~ hm‘;X. Mam wiec oszacowanie

Amax) 1/(p+1) (8)
Al

Jesli h > hmax, zmniejszam krok h — hmax | powtarzam biezgcy krok. Jesli h <
hmax, zwiekszam krok h — hmax | z powiekszonym krokiem probuje i€ dale;.
Metody zagniezdzone pozwalajg zatem na bardziej precyzyjng kontrole kroku od
podwajania/potowienia, wymagajg takze mniej obliczen (s obliczen funkgciji f).

hmax = h(
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Pewien wariant metody punktu srodkowego

Przypusémy, iz rozwigzujgc pewien problem Cauchy’ego decydujemy sie wypro-
wadzac¢ wyniki z krokiem H, krok ten jednak jest za duzy do obliczen (powodo-
watby zbyt duzy btad). Wykonujemy wiec m matych krokéw o dtugosci

h=H/m. (9)
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Stosujemy metode

Z(
Z]

daj=2,3,...,m

y(zn + H) ~ Yn+41

Yn, (1 Oa)

zo + hf(xn,zg) (Euler) (10b)

z;_o + 2hf(xn + (j — 1)h,z;_1) (10c)
(pochodna w punkcie srodkowym)

2 (zm + Zm—1 + hf(zn + H,2m)) (10d)
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Metoda ta wymaga m -+ 1 obliczen prawej strony rownania na kroku o dtugosci
H. Mozna pokazac, iz bigd tej metody zawiera tylko parzyste potegi h:

0@

y(an+H) —y,p1 =Y. a;h?. (11)
=1

W szczegdblnosci, jesli m jest parzyste i zastosujemy metode (10) dwa razy, z m
i m /2 krokow, dostaniemy

4ym = Ym,2

y(zn + H) ~ + O(h>) (12)

a wiec jest to metoda rzedu czwartego. (y,, /2 0Znacza koncowy wynik po za-
stosowaniu m /2 krokbw o dtugosci 2H/m, nie za$ potowe krokow o dtugo-
sci H/m.) Wyrazenia (11) i (12) bardzo przypominajg analogiczne wyrazenia
dla catkowania metodami ekstrapolacji Richardsona i Romberga, a skoro tak,
narzuca sie zastosowanie jakiego$ ,ekstrapolacyjnego” algorytmu catkowania
ODE.
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Metoda Bulirscha-Stoera

Przypusmy, iz przechodzimy przedziat [z, zn + H] przy uzyciu metody (10)
kolejno z krokami hy, = H/m dlam = 2,4,8,.... Otrzymujemy w ten spo-
séb cigg kolejnych przyblizen wartosci y(xz, + H). Jesli tak otrzymany cigg
ekstrapolujemy do nieskonczonej liczby krokdéw posrednich — lub tez, w innym
sformutowaniu, do h,, — O — oszacujemy jak powinno wyglada¢ numeryczne
rozwigzanie badanego ODE w granicy infinitezymalnie matych krokdw.

Mozemy uzyC ekstrapolacji wielomianowej lub poprzez funkcje wymierne. Cata
ta procedura jest dos¢ (ale nie przesadnie) kosztowna i warto jg stosowac, gdy
e zalezy nam na szczegdlnie doktadnych rozwigzaniach,
e prawa strona réwnania zmienia sie powoli.
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Podobnie jak w ekstrapolacji Richardsona, w zasadzie podejscie to mozna sto-
sowac tylko gdy cigg kolejnych przyblizen jest monotoniczny. Proces dzielenia
odcinka konczymy gdy btad ekstrapolacji jest mniejszy od zadanej toleranciji.
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obliczenie

ekstrapolacja

0.062381380134158664
0.062380369335862672
0.062379672556098376
0.062379237240341216
0.062378953354256184
0.062378758903003136
0.0623786199/3785528
0.062378517198083888
0.062378438952554864
0.062378377939856608
0.062378329395298192
0.062378290100963920
0.062378257819309512
0.062378230954631280
0.062378208343525576

0.062378347739270680
0.062376816694340424
0.062377733233895008
0.062377912906545856
0.062377965285744048
0.062377985927438168
0.062377995625316072
0.062378000712959168
0.0623780036028/74432
0.062378005345019248
0.062378006454 798296
0.062378007179444864
0.062378007643411944
0.062378007961218176
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Graficzna ilustracja powyzszych danych:
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Zbyt duzy stopien wielomianu ekstrapolacyjnego:
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h
Ekstrapolacja funkcjami wymiernymi bytaby lepsza.
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Przyktad zastosowania metody Bulirscha-Stoera:
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Odpowiednik metody Bulirscha-Stoera dla uktaddéw sztywnych

Jesli spodziewamy sie probleméw ze stabilnoscig, uzywamy metod niejawnych,
czasami jednak dokonujemy pseudolinearyzacji celem uproszczenia obliczen.
Punktem wyjScia jest nastepujgca metoda niejawna:

Yn+1 —¥Yn-1

She <33n, Yn+1 + Yn—1>

2

A\ 7

popfarlwka
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Rozwijam prawg strone (13) wokét (xr,, yr) | porzadkuje wyrazy:

of
{H —h 8— ] Yn—1
y In,yn
of

+ 2h {f(a:n, yn) —h — Yn] . (14)
8y In,yYn

Powyzsze wyrazenie jest liniowym (w odréznieniu od nieliniowego wyrazenia
(13)) rownaniem na nieznang wielkoSC y,41. Opierajgc sig na (14), mozna
skonstruowa¢ odpowiednik metody (10). Bedg w nim wystepowaty Jakobiany
of /0y obliczane w kolejnych punktach posrednich. Dokonuje nastepnego u-
proszczenia: wszystkie Jakobiany wyliczam w lewym krancu ,duzego” przedzia-
tu. Ostatecznie dostaje (h = H/m):

of
Yn+1 — {H'Fh

Oy

In,¥Yn
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y(zn + H)

12

[Haf
y

)
xn»Yn]
Yn ,

H1hf(zn, zg),

zo + Aop,

A 1+2H! [f(fbn + jh,z;) — Aj—l] :
z; + Aj,

daj=1,2,....m—1

H ! [f(zn + H,zm) — A1),

Zm + Am .
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Uwaga: Zapis postaci
q= H_lp (16)
nalezy rozumie¢ symbolicznie — w praktyce w celu wyliczenia q nalezy rozwig-
zac réwnanie
Hq=p. (17)
Rownanie (17) mozna rozwigza¢ na przyktad metodg rozktadu LU. Poniewaz

zgodnie z przyjetym uproszczeniem macierz H jest taka sama we wszystkich
krokach iteracji (15), rozktadu tego mozna dokonac tylko raz.

Dalej postepuje tak, jak poprzednio: Zageszczam podziat i stosuje ekstrapolacje
do h — 0.
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