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Definicja metody

Poszukujemy rozwigzania problemu zmienno$ci pochodnej (prawej strony stan-
dardowego problemu Cauchy’ego) w trakcie wykonywania kroku catkowania. Po-
stulujemy, ze nalezy uzywac pewnej sredniej pochodnej — Sredniej wazonej wy-
liczonej z pochodnych w pewnych punktach posrednich:

Vnt1 = yn+h Y wk; +OHhPTL), (1a)
1=1
ki = f<tn + haj,yn+h > ﬁijk]) : (1b)
j=1

Rownania (1) definiujg s-krokowg metode Rungego-Kutty rzedu p. Liczby w;, «;,
B;; sa parametrami metody. y;, k; € RV, f : R x RY — RV,
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Zgodno$¢ metod RK

Najwazniejszym kryterium, jakie musi spetnia¢ kazda metoda numerycznego
catkowania réwnan rézniczkowych, jest zgodno$¢ metody — wymaganie, aby
metoda odtwrzata wyjsciowy problem Cauchy’ego w granicy nieskonczenie ma-
tych krokow. Dla metod RK z (1a) mamy

Yn+l —Yn _
lim =% = w; lim k;. (2)
h—0t h z; Zh_>o+ Z

Granicg lewej strony (2) jest oczywiscie %‘n = f(tn,yn). Z (1b) wynika, ze

Iim+ k;, = f(tn,yn), a zatem warunkiem zgodnosci metod RK jest
h—0O
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Zapis metod RK w postaci tabell

Wspotczynniki metody RK zapisuje sie na ogét w postaci tabel

a1

B11 Biz2 ... Pis

ap | Bo1 Boo ... PBos o ‘ B
5 s ; ; T (4)
as | Bs1 Bs2 ... PBss ‘
6. Metody Rungego-Kutty | 4



Jawne i niejawne metody RK

Jezeli macierz B ma niezerowe elementy na i powyzej diagonali, metoda jest
niejawna: do obliczenia pochodnej w punkcie posrednim trzeba znac teze po-
chodng (diagonala) i ewentualnie pochodne w kolejnych punktach posrednich
(wyrazy ponad diagonalg), tak wiec proces obliczania wektorow k; staje sie roz-
wigzywaniem skomplikowanego (na ogoét nieliniowego) uktadu réwnan na te wiel-
kosci. Wymiar tego uktadu wynosi s x .

Jezeli macierz B ma niezerowe elementy tylko pod diagonalg, metoda jest
jawna: do obliczenia kolejnych k; potrzebna jest wytacznie znajomos¢ k; ;.
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Zalezno$¢ pomiedzy iloScig krokdw (s) a rzedem metody (p)

Na pierwszy rzut oka moze sie wydawac, ze kazde dodatkowe obliczenie prawej
strony réwnania, czyli kazde obliczenie pochodnej w punkcie posrednim, zwiek-
sza rzad metody o jeden. W rzeczywistosci tak nie jest. Dla metod jawnych
zawsze zachodzi p < s; minimalng ilos¢ krokdw potrzebych do zrealizowania
metody jawnej danego rzedu podaje ponizsza tabela:

Rzad metody 1 2 3 4|5 6
1 2 3 4|6 7

7
Minimalna ilo$¢ krokéw | | 9 11
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Przyktady metod RK

Metody Eulera, jawna i niejawna, sg, formalnie rzecz biorgc, jednokrokowymi
metodami RK rzedu 1. Ich tabelki majg postac

00 1] 1
1 ] (5)

(jawna) (niejawna)
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Jawna metoda punktu srodkowego jest dwukrokowg metoda rzedu drugiego

kl — f(xn,}’n), (
— 1 1

ky = f<33n‘|‘2ha}’n+2k1)a (
Ynt1 = Yn+hko+ O(h3) (

0|0 O

1 1
515 0
0O 1

o
Q

()
O

o
®)
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Niejawna metoda punktu srodkowego jest jednokrokowg metoda rzedu drugiego

ki = f(tn+ 3h,yn+ 3hki) (7a)
Yni1 = ¥n+ hki +O(R3). (7b)

Tabelka dla tej metody ma postaé

N
- N[
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Klasyczna metoda czterokrokowa

Najczescie] stosowang metodg RK jest klasyczna metoda czterokrokowa —
wiekszo$¢ ludzi uwaza, ze termin “metoda Rungego-Kutty” okresla tylko te me-
tode ©

ki = f(tn,yn), (8a)
ko = f (tn + Ln,yn + %hkl) , (8b)
ks = f(tn+ 5h,yn+ 3hk2), (8c)
kg = f(tn+h,yn+ hks), (8d)
Ynt1 = yn+h(gki+3ko+3ks+ k) +0(R°).  (8e)
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Tabelka dla klasycznej metody czterokrokowe;

0/0 0 0 0
1 (1

11l 00 o0
1 1

1lo 3 0 o0
110 0 1 0
I 1 1 1
6 3 3 6

6. Metody Rungego-Kutty |

11



Zasady wyprowadzania wspotczynnikbw metod RK

Wspdtczynniki metod RK rzedu p otrzymuje sie rozwijajgc obie strony wyrazenia
(dla uproszczenia stosujemy tu notacje skalarng — nie ma to jednak wptywu na
samo wyprowadzenie)

Ynt1 — Yn = h > _ wik; (9)
i

w szereg potegowy wzgledem h z doktadnoscia do wyrazéw rzedu O(hPT1)
| zgdajgc réwnosci wspbtczynnikdw rozwiniecia. Poniewaz wektory (pochodne
w punktach posrednich) k; sg wyrazone przez funkcje f (prawg strone réwna-
nia), zadamy, aby funkcja f byta klasy co najmniej CP—1.
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Lewa strona*

Rozwijajgc lewg strone wyrazenia (9) otrzymujemy

Po1dy| p+1
yn—l—l_’ynzzl—'W h' + O(h ). (10)
=1 "~ t tn
Mamy teraz
d
= 1y) (11a)
d2y d of dydf Of of
—_— pu— e t = — - = -
dt2 dtf(’y) at+dtay 8t+f8y

o , ,0
(EJFfa_y) fty) (11b)
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d3y 5, o\ (9 0

_ 0P 0PF | 002f | 0FOf L (0f\°
= ﬁ_l_zf(‘?t—@y_l_f 8—y2+a(‘9—y+f<8—y> (11c)

dy (0 a\ [0 d\ [0 %,

PP <§+f8—y> (E_I_fa_y) (a‘l‘fa—y) f(t,y)
_ 0% 0°f 0 f | 30°f
= a3 3f8t28y +3J OOy t/ oy3

ofo°f | ,0f 0°f of 0°f of 0 f 20f0°f

- 4+3——45f~———+3f——=F+4f——=
Oy Ot2 t ot 8t6y+ f@y@t@y_l_ f@t Oy 4 Oy Oy?

of (8f\° of\>
+ 5 (a) 1 (5) e
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Prawa strona*

=19 gk,
hszz’ki — hzwi<zlldh;

[=0

ht + O(hp))
0

d'k;

p—1 1
2o | 2 g

0

) ptl L omptly, (12)
(=0 )

a zatem musimy obliczy¢ pochodne k; tylko do rzedu p — 1, nie zas p. Réznicz-
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kujac (1b) i korzystajac z twierdzenia o funkcjach uwiktanych otrzymujemy

dk; f
E—O‘zat (ZB@]k ‘|‘h267,] dh) (13a)

(13a) nie jest jawnym wyrazeniem na pochodne dk;/dh, ale uktadem réwnan,
z ktérego pochodne te mozna wyliczy¢. W wyrazeniu tym wszystkie k; oraz

pochodne f okreslone sg w punkcie (tn + ah,yn + h ) 5zm’€m), gdzie indeks
m
[ jest rowny, odpowiednio j, i. Postepujgc analogicznie otrzymujemy
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d2k; of d (Of
dnz — “an (8t)+ [dh (a )] (Zﬁwk +h26” dh)

af d

+ 5y dh (Zﬁm ]+h26zg dh)
>02f 0%
— O‘z@"‘ aa (Zﬁzjk +h2623 dh)
an ’
+ (Xy%k-+hiﬂ%dh)

of k; d?k;
+ 8y< Zﬁzg dh + Zﬁzg th) (13b)
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Bk, d [9%f [d [ 0%f dk;
dnd O"’d?(ﬁ)+2az [dh <8t8y)] (ZBZ]kJ+hZﬁ”dh

of d dk; d?k;
+ 8ydh( Zﬁw +h ;ﬁwdhz)
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J
dh3> (13c)
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Jak juz powiedziano, powyzsze wzory nie dajg jawnych wyrazen na pochhodne
k;, a tylko uktad réwnan, z ktérych pochodne te moznaby wyliczy¢. Jednak dla
h = 0 sytuacja znacznie sie upraszcza: potozenie h = 0O usuwa z prawej

strony cztony najwyzszego rzedu, wobec czego otrzymujemy jawne wyrazenia
na pochodne w zerze. | tak
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ki(0) = f, (14a)

d| _0f N O
7 + zj:ﬁmf@y : (14b)
2k 262 f i 02 f f

dh? 0 - + 2¢ ZB@J ata (Z ﬁzy)

+ 225&7 ]afaf_l' ZZBZ]quf(af) ) (14c)
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d3k;
dh3 |,

2
03 93 03
= o —-|-3 22@3 8t2£y+3ai<2ﬁz’j> f26t8f2 <Zﬁzg> —f

6’J‘Y{?Qf of o°f
+ 325” Ja_ﬁ_l_fs ZB” “ ot otoy

8f6 f of 0% f
+ 62ﬁzy(az+@])ﬂjq By Otdy + 6 S‘613752q qfaﬁ

+ 3(2 /Bij (Z /qu) + QYﬁzj Yﬁzqﬁqr) fQng £
J

of (0 o,
+ 62@35” Qg 8{: (a_f> +625@Jﬁjqﬁq7’f( f) : (14d)
3,457

Funkcje fijej pochodne nalezy teraz oblicza¢ w punkcie (¢, yn ).
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WarunkKi

Pozostaje nam teraz uzgodni¢ wspétczynniki rozwiniecia (9) w kolejnych pote-
gach h. Zauwazmy, ze poniewaz metoda ma dziataC dla dowolnych f spetnia-
jacych podane zatozenia, wspdtczynniki wystepujace po obu stronach (9) przy
pewnej kombinacji f i jej pochodnych muszg by¢ sobie réwne.
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p=1

W najnizszym rzedzie uzgadniamy tylko wspétczynniki przy wyrazach rzedu hl.
Otrzymujemy

czyli

co, jak juz wiemy, jest warunkiem zgodnosci metody RK. Wida¢ zatem, ze kazda
zgodna metoda RK, bez wzgledu na to, czy zachodzg jakies dodatkowe zwigzki
pomiedzy jej wspotczynnikami, czy nie, jest metodg rzedu co najmniej pierw-
szego.
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p=2

Aby metoda byta rzedu drugiego, zgdamy spetnienia (15) oraz nastepujgcych
warunkéw dodatkowych, wynikajgcych z postulatu zgodnosci wspétczynnikdw
przy wyrazach rzedu h2:

szaz

NI~ N

(16a)

(16b)
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Punkt ten wymaga pewnej dyskusji. Odejmujgc stronami (16a), (16b) otrzymu-
jemy

> (ai_ ;ﬁij) w; = 0. (17)

1=1 1=1

Gdyby w; byly liniowo niezalezne, powyzszy warunek oznaczatby, ze koniecz-
S

nie a; = > B;;. Ale w; nie sg liniowo niezalezne, jako ze wigze je warunek
J=1
zgodnosci (15)! W tej sytuacji (17) narzuca pewne dodatkowe wiezy na wspot-

czynniki metody: mozna go potraktowac jako dodatkowy wiez na wagi w; (tylko
s—2 jest wowczas liniowo niezaleznych), jednak znacznie wygodniegj jest potrak-
towac to jako warunek znikania wspoétczynnikd4w kombinaciji liniowej stojgcej po
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prawej stronie (17) i tak tez uczynimy. Mozna tez na to spojrze¢ i od innej strony:
Zgodnos¢ wyrazdéw rozwiniecia ma zachodzi¢ w kazdym rzedzie niezaleznie, co

jest mozliwe tylko, gdy «; = fj Bij-
j=1

Wszystkie metody RK rzedu drugiego opisane sg zatem uktadem réwnan

Zwi = 1, (183.)
1
SZ 1
> wiey = 3, (18b)
1=1
= ;. (18c)

> Bij
j=1

Zauwazmy, iz z (18c) wynika, ze we wszystkich metodach jawnych vy = O.
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p=3

W trzecim rzedzie dostajemy

S
1
Zwia% = 3 (19a)
1=1
S S
1
Do wi Y Biay = x (19Db)
1=1 1=1

gdzie skorzystaliSmy z (18c) w celu zmniejszenia iloSci niezaleznych réwnan.
Rownania te, wraz z rownaniami (18a)—(18c), opisujg wszystkie metody RK
rzedu trzeciego. Widac, ze o ile réwnania (18a)—(18c) narzucaty zwigzki liniowe
na wspotczynniki «, 8, rownania (19a)—(19b) narzucajg zwigzki kwadratowe.

6. Metody Rungego-Kutty | 28




p=4

W czwartym rzedzie, po skorzystaniu z (18c), jako nietrywialne rownania dosta-
jemy

s
1
Z wia,‘? = —, (20a)
- 4
1=1
S S 1
Y wia; Y Bijoy = g’ (20b)
1=1 1=1
S S 5 1
Z wj Z ﬁz]a] — 1o’ (20c)
i j
s s s 1
Y owi Y Bii D> By = o2 (20d)
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Warto zaznaczyc, iz po zastosowaniu (18c) niektore z rownan na wspotczynniki
sg spetnione tozsamosciowo, co stanowi niejako test wewnetrznej spojnosci teo-
rii. Réwnania (20a)—(20d), tacznie z réwnaniami (19a)—(19b) oraz (18a)—(18c),
opisujg wszystkie metody RK rzedu czwartego.

Rownania okreslajgce metody czwartego rzedu narzucajg szescienne zwigzki
pomiedzy wspotczynnikami «, 3.

Wyrazenia, ktére muszg spetniaé wspdétczynniki metod wyzszego rzedu, wypro-

wadza sie na tej samej zasadzie co powyzsze, sg one jednak bardziej skompli-
kowane. W dowolnym rzedzie p rownania te zawierajg czton

S 1 1
Zwiap_ = — (21)

| narzucajg zwigzki rzedu p — 1.
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Stabilnos¢ metod BRK

W celu zbadania stabilnosci metody RK, zaburzmy y,, w (1a) oraz (1b) przez
pewne e, przy czym ||en|| < 1. W miejsce (1a) otrzymamy

S
Yn+1 + En+1 — ¥Yn +en+h Z wik;(yn + €n)

=1
s s
1=1 1=1
= Ynt1+en+hw'Len =ypy1+Gen,  (22)
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(k;)
L], = £ 23
[ Z]ILL]/ a(en)y ( )
I, oznacza wektor ztozony z tych macierzy, wl = [wq,...,ws]?,zas G =1+

hiT'L jest macierzg wzmocnienia. Metoda jest stabilna, gdy wszystkie wartosci
wiasne macierzy wzmocnienia G spetniajg zaleznos¢ |g| < 1 (wrtosci wiasne g
moga by¢ zespolone). Kluczowe staje sie obliczenie macierzy L;. Mamy
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0 <f (a:n + ajh,yn +en+h iﬁijkj (Yn + €n)>>
J

0(ki)y _ p
0 (en), 0 (en),
= gj J o &;ﬁhfj@-w - (24)
o=1 j=1 ]a(€n>u

J jest macierzg Jacobiego funkcji f po drugim argumencie. Formalnie rzecz bio-
rac, jej elementy nalezatoby obliczaé w kazdym punkcie po$rednim z osobna.
Przyjmijmy jednak przyblizenie polegajgce na tym, iz obliczamy te macierz w le-
wym krancu przedziatu — prowadzi to do poprawek wyzszego rzedu w h.
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Reprezentacja diagonalna

Przejdzmy do reprezentacji, w ktorej macierz ta jest diagonalna i oznaczmy
przez A pewng warto$¢ wlasng macierzy J. Formalnie rzecz biorgc, ponizszag
procedure nalezy powtdrzy¢ dla wszystkich wartosci wtasnych J, okaze sig jed-
nak, ze nie jest to konieczne. Réwnanie (24) mozemy przepisac teraz w postaci

=1

(25) jest uktadem réwnan, z ktérego mozna wyliczy¢ poszukiwane wielkosci L;.

6. Metody Rungego-Kutty | 34



Wspdtczynnik wzmocnienia

Uktad ten mozna zapisaé w postaci
[[ — AkB]L = )é, (26)
gdziee = [1,1,...,1]%, za$ [B];; = B;;. Oznaczajac = = \h, ostatecznie
otrzymujemy nastepujgce wyrazenie na wspotczynnik wzmocnienia:
g=14 20 [I—2B] 'e. (27)

g jest liczbg, nie macierzg; “macierzowos$¢” macierzy wzmocnienia G brata sie
z “macierzowosci” jakobianu, a skoro jakobian zastgpilismy wartoscig wtasng, G
zastapiliSmy jej wartosciami wiasnymi.
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Obszar stabilnosci

Badanie stabilnosci metod RK sprowadza sie teraz do wyznaczenia obszaru
stabilnosci metody, to jest zbioru takich z € C, ze wspotczynniki g wyliczone
dla wszystkie wartosci wtasnych macierzy Jacobiego spetniajg |g| < 1. Me-
toda RK jest stabilna, jesli dla wszystkich warto$ci wtasnych macierzy Jaco-
biego we wszystkich punktach posrednich, z = h x (wartos¢ wtasna) nalezy
do obszaru stabilnosci. Zauwazmy, ze w ten sposoéb “uwolnilismy sie” niejako od
szczegotdéw réwnania, ktére rozwigzujemy: wtasnoéci rownania (funkcji f) tkwig
w wartosciach wtasnych macierzy Jacobiego, czyli w liczbach z. Ksztatt obszaru
stabilnosci zalezy tylko od wybranej metody RK.
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Obszar stabilnosci klasycznej czterokrokowej metody Rungego-Kutty

-3

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
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Obszary stabilnosci metod jawnych i niejawnych

Wspébtczynnik wzmocnienia g moze by¢ albo funkcjg wymierng, albo wielomia-
nem w z. W tym drugim przypadku obszar stabilnosci metody jest z catg pewno-
Scig skonczony, jako ze kazdy wielomian ro$nie nieograniczenie (na modut) przy
z — oo. Jesli natomiast wspédtczynnik g jest funkcjg wymierng w z, to jest moz-
liwe, ze obszar stabilno$ci metody jest nieograniczony. Jesli w szczegdlnosci
cata lewa poétptaszczyzna ptaszczyzny zespolonej nalezy do obszaru stabilno-
sci, méwimy, ze metoda jest A—stabilna. Oznacza to, ze dowolnie wielki krok
h nie prowadzi do utraty stabilnoSci (oczywiscie nie znaczy to, ze rozwigzanie
numeryczne uzyskane z krokiem h > O bedzie miato wiele wspdlnego z roz-
wigzaniem analitycznym — znaczy to tylko, ze btad z poprzednich krokdéw nie
przenosi sie do krokdw nastepnych).
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W jaki sposbéb g moze stac sie funkcjg wymierng w z? Moze sie tak staé tylko
przy obliczaniu [I — zB] ™!, a jeszcze $ci$lej, przy dzieleniu przez wyznacznik
det [ — zB]. Zauwazmy, ze dla metody jawnej macierz B ma tylko elementy
poddiagonalne, a zatem det [T — zB] = 1, a skoro tak, to g sg wielomianami
w z. Widzimy zatem, ze jawne metody RK majg ograniczony obszar stabilnosci
— tylko metody niejawne mogg miec¢ nieograniczony obszar stabilnosci.

6. Metody Rungego-Kutty | 39



