Zaawansowane metody numeryczne
Komputerowa analiza zagadnien rézniczkowych
4. Réwnania rozniczkowe zwyczajne — podstawy
teoretyczne

P. F. Gbéra
http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/

semestr letni 2007/08


http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/�

Wstep

Najogolniejszg postacig rownania rézniczkowego zwyczajnego (ODE, Ordinary
Differential Equation) rzedu n jest wyrazenie postaci

gdzie y: R — R lub, niekiedy, y: C — C.
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Jesli pochodna F' po ostatnim argumencie nie znika (przynajmniej lokalnie),
(1) zapisujemy jako

— = F TylY, —, (2)

d™y B dy dn—ly
dx™ de’  dxzn—1l)

Trzeba jednak pamietac, iz transformacja od (1) do (2) moze wymagac dookres-
lenia (w tym sensie rownanie (1) moze nie by¢ jednoznaczne).
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Przyktad: Réwnanie

N2 +y2=1

mozna zinterpretowac na jeden z dwu sposobdw:

Y

V1-—1y2,
—\/1—y2.

Y

. . dy - d?
NO’[aCja.y:d—%,y:W.
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Uktady rownan pierwszego rzedu

Rownanie w postaci (2) na ogdt przedstawia sie w postaci uktadu n rownan
pierwszego rzedu. Najprostsza — co nie oznacza, iz w kazdym wypadku naj-
lepsza — transformacja od réwnania rzedu n do uktadu n rownan pierwszego
rzedu ma postac:

y1 =Y,
e = W —Y d2y = 42 =y dn_ly — dyn—1 =y (4)
dr  dx 2 dz? T da 30 gen1 T dg "
dy dy -
dan d;:F(ajaylawa--,yn)-

Dlatego od tej pory bedziemy sie zajmowac gtownie uktadami rownan rzedu
pierwszego. Uktady te nie muszg mie¢ postaci sugerowanej przez transformacje
(4), ale widac¢, ze takie zainteresowanie nie ogranicza ogolnosci rozwazan.
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Rozwigzania ogolne i szczegolne

Rozwigzaniem ogélnym rownania rézniczkowego zwyczajnego rzedu n nazy-
wam najbardziej ogdlng postac funkcji y : R — R, klasy co najmniej C™, spet-
niajgcg rownanie (2). Rozwigzanie to zalezy od n parametrow.

Przyktad: Rozwigzaniem ogdélnym rownania oscylatora harmonicznego

y=—wy (5)
jest funkcja
y(t) = Asin(wt + ) . (6)
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Rozwigzaniem szczegolnym rownania rézniczkowego zwyczajnego rzedu n jest
pewien “przypadek szczegdlny” rozwigzania ogdlnego — taki, w ktorym warto-
Sci wszystkich statych dowolnych zostaty ustalone, najczesciej poprzez podanie
warunkow, jakie ma spetnia¢ rozwigzanie réwnania.

Przyktad: Rozwigzaniem szczegblnym réwnania oscylatora harmonicznego (5)
moze by¢ funkcja

y(t) = coswt. (7a)
Innym rozwigzaniem szczegolnym tego réwnania moze by¢ funkcja
3 Om
t) = ——sin|wt+ — ). 7b
y(t) = 7 sin (wt+ 7 ) (75)

Obserwacja: Rozwigzaniem szczegdblnym uktadu n réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych rzedu pierwszego jest krzyway : R — R™,
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Numerycznie mozna poszukiwac tylko szczegdlnych (nie ogblnych) rozwigzan
rownan rozniczkowych. Rozwigzanie réwnania rzedu n lub tez, co rbwnowazne,
uktadu n réwnan rzedu pierwszego, zalezy od n statych wyznaczanych z warun-
kow, jakie spetnia¢ ma poszukiwana funkcja. Jesli wszystkie te warunki zadane
sg w jednym punkcie, czyli dla jednej wartosci zmiennej niezaleznej, méwimy, iz
dany jest problem poczgtkowy, zwany inaczej problemem Cauchy’ego.
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Problem Cauchy’ego:

( dy
4 dx (8)
| y(zo) = Yo

gdziey,yg € R™, f: R x R™ — R" (czasami zamiast R bierze sie C).
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Twierdzenie Peana

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja t jest ciggfa w pasie tg < = < X, to problem
Cauchy’ego (8) ma rozwigzanie w tym pasie.

Tradycyjnie, acz niezgodnie z zasadami polszczyzny, twierdzenie to zwane jest
“twierdzeniem Peano”.
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Uwaga: Twierdzenie Peana nie gwarantuje jednoznacznosci rozwigzan. Przy-
ktad: Problem Cauchy’ego

L — 5
{ Yy Y| (9)
y(0) = 0
ma co najmniej dwa rézne rozwigzania:
y1(t) = 0, (10a)
oraz
—t2 t<0
t) = R 10b
yQ() { t2 £>0 ( )

(zauwazmy, ze dyo /dt = 2|t|).
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Twierdzenie Picarda

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja t jest ciggta w pasie xqg < x < X oraz speftnia
warunek Lipschitza ze wzgledu na drugg zmienng:

AL >0Vz iz <z < X, Vy1,y2 ! |[f(z,y1) — (z,y2)|| < Llly1 — y2I|

to problem Cauchy’ego (8) ma w tym pasie rozwigzanie i jest ono jednoznaczne.

Metody numeryczne w zasadzie ograniczajg sie do przypadkow spetniajgcych
zatozenia twierdzenia Picarda.
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Twierdzenie o ciagtej zaleznosci rozwigzania od warunkéw poczatkowych

Twierdzenie 3. Niech funkcja f bedzie rozniczkowalna w sposob ciggly w pew-
nym otoczeniu punktu (xg,yg) € R x R". Wodwczas istnieje takie otoczenie
U C R punktu zq i takie otoczenie S C R", yog € S, w ktorym problem Cau-
chy’ego dy/dx = f(x,y), y(&) = y ma rozwigzanie dla wszystkich & € U,
y € S. Rozwigzanie to zalezy przy tym od punktu poczgtkowego (z,y) w Spo-
SOb ciggty.
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Gars¢ informaciji teoretycznych, ktére powinniscie panstwo znac,
ale nie znacie

1. Rownania o zmiennych rozdzielonych (y € C, t € R): Réwnania postaci

Y = u(to(») (1)
zawsze mozna rozwigzac przez kwadratury:
/ 4y =/u(t) dt (12)
v(y)

chociaz po wykonaniu catek znalezienie jawnej postaci zaleznosci y(t) moze
by¢ niewykonalne. Stata catkowania odpowiada statej wystepujgcej w rozwigza-
niu ogoélinym.
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2. Catkowanie ODE przez podstawienie

Niekiedy ODE ze skomplikowang prawg strong y = f(¢,y) mozna sprowadzic¢
do prostszego réwnania, podstawiajac vy = g(¢, z). Zgadngé dobre podstawie-
nie nie jest tatwo!

Przyktad:
dy _y Y\
L=fqo(Y) 13
dt t + t (13)
Podstawiam y = zt, zatem dy/dt = t dz/dt 4 z, a zatem powyzsze rownanie przechodzi w
2 02 (14)
dt

Jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych. Ostatecznie

. t
- C—=2Int’

(7 (15)
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3. Najczesciej rozwiazywany problem Cauchy’ego

d
dt (16)
y(0) =wo

Rozwigzaniem jest y = yg exp(At).
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4. Uktad réwnan liniowych, pierwszego rzedu, o statych wspétczynnikach

Niechy € CV, A € CN*N | Rozwazam réownanie

v _ 4

ac Y

Jego rozwigzaniem jest

y(t) = exp(At)yo,

gdzie yq jest statym wektorem (warunki poczagtkowe).

(17)

(18)
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5. Niejednorodny uktad réwnan liniowych, pierwszego rzedu,

o statych wspotczynnikach

Niech y,g(t) € CV, A € CVN*N_ Rozwazam réwnanie

Jego rozwigzaniem jest

t
y(t) = exp(At)yo + / exp (A(t — 1)) g(t) dt’,
0

gdzie yq jest statym wektorem (warunki poczatkowe).

(19)

(20)
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6. Funkcja wyktadnicza macierzy

Niech A € CN*N pedzie stata, diagonalizowalna macierza:

A = X ldiag{);}X. (21)
< 1 > 1 n
exp(At) = Y —A™M" = Y = (X ldiag{\}X) "
=M =M
O n
=Y t—l X~ tdiag{)\;}X X 'diag{);} X --- X 'diag{);}X
n=0""" n razy
I R —1 Ait
=X Zo Hdlag{>\§f"} X = X" *diag {e J }X (22)
n=—
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7. Rownanie liniowe rzedu »n o statych wspotczynnikach

Jest to rownanie postaci

dny dn—ly
am T g1

d
+ a1+ any = £(1) (23)
Twierdzenie 4. Rozwigzanie ogolne rownania (23) jest rowne sumie rozwigzania

0golnego rownania jednorodnego i dowolnego rozwigzania szczegolnego row-
nania niejednorodnego.

Nalezy wiec zacza¢ od analizy rdwnania jednorodnego (f(t) = 0).
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Zgodnie z tym, co powiedziano uprzednio, réwnanie (23) mozna zapisa¢ w po-
staci uktadu réwnan pierwszego rzedu, przyjmujac y1 = d* ly/dt" 1, yo =

d" 2y /dt" 2, ..., yp—1 = dy/dt, yn = y. Otrzymujemy woéwczas
[ —ay —a» —a3 ... —a,_1 —an |
dy 1 0 o ... 0 0
=0 1 0 .. o 0 |y (24)
0 0 0 1 0

Jest tu uktad rownan postaci (17). Trzeba zatem znalez¢ wartosci wtasne ma-

cierzy wystepujgcej w rownaniu (24).
21
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Wyznacznik charakterystyczny ma postac

i —a1 — A —ap —a3z —Qp_1 —0n
1 -\ 0 0 0
W, = det 0 1 =) 0 0 (25)
0 0O O 1 A
Korzystajgc z rozwiniecia Laplace’a wzgledem ostatniej kolumny
Wn = —AW,_1 — an(—1)"T1 = X°W,,_5 + (=1)"(an—1A + an)
= - 23W, 34+ (=1)"(a, 22X°+a, 1 A+an) =...
= (—1)" AW 4+ (= 1D)™(agA" P 4 - 4 ap_ 1A + an)
= (—D)"A"+ a A\ L a2+ da, 1 A+ an). (26)
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Widzimy zatem, ze jezeli rbwnanie charakterystyczne

N4 a A" a2+ 4a, Ata,=0 (27)
nie ma pierwiastkow wielokrotnych, rozwigzanie ogolne rownania jednorodnego
(23) ma postac

y(t) = A1e Mt Anet .. Apetnt (28)

Jezeli natomiast ktorys pierwiastek, powiedzmy ), jest k-krotny, w rozwigzaniu
(28) w odpowiednim miejscu bierzemy

o4 Aleklt + Al_|_1te>‘lt 4+ ...+ AH_ktk_le)‘lt .. (29)

Jezeli rownanie (23) ma wspotczynniki rzeczywiste, state A, zawsze, niezalez-
nie od warunkéw poczatkowych, mozna dobrac tak, zeby rozwigzanie takze byto
rzeczywiste.
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8. Uzmiennianie statej

Rozwazmy teraz rownanie (23) liniowe, o statych wspotczynnikach, niejedno-
rodne (f(¢t) Z 0). Niech rdwnanie jednorodne ma rozwigzanie (28). Bierzemy
teraz dowolny z cztonow Agsexp(Ast) i przyjmujemy As — B(t):

y(t) = B(t)eMt. (30a)
Wdéwczas
— = \sBe?st + Betst, (30b)
co podstawiamy do rownania (23). Pierwszy z cztonOw kasuje sie i ostatecznie
dostajemy

B = f(t)e M. (30c)
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Nie ma ogolnych metod rozwigzywania nieliniowych

rownan rézniczkowych.
®
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9. Punkty stacjonarne i stabilnos¢

Rozwazmy autonomiczne rownanie rézniczkowe

dy _
pn f(y). (31)

Punktem stacjonarnym réwnania (31) nazywam takie y*, ze f(y*) = 0. Punkt
stacjonarny jest rozwigzaniem rownania (31). Czy jest to rozwigzanie stabilne?
Przyjmijmy y(t) = y*+¢e(t), ||e|| <« 1. Woéwczas z réwnania (31) otrzymujemy

d
€ _ e, (32)
dt

gdzie J = g;’; e . Rozwigzanie y = y™* jest stabilne, jesli wszystkie wartosci

wiasne maC|erzy J majg mniejsze od zera czesci rzeczywiste.
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Klasyfikacja punktow stacjonarnych w R2

(1)

(2)

-

Y

0

1) Re A1 < 0, Re A\» < 0 (ognisko przyciggajace)
2) Re A1 > 0, Re \» > 0 (ognisko odpychajace)
3) Re A1 > 0, Re A2 < O (siodto)

4)Red1 = ReX, =0

gdzie A1 > 0znaczajg wartosci wtasne jakobianu J|,..

(
(
(
(
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