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Wektory i wartosci wtasne — definicje

Niech A € CV*N_ Jezeli istnieje taki niezerowy wektor xp € CV, ze

Axp = ARXp, t0 Ap nazywam prawostronng wartoscig wtasng macierzy A, zas
wektor x p nazywam prawostronnym wektorem witasnym macierzy A do wartoSci
wiasnej \p.

Niech A € CV*N_ Jezeli istnieje taki niezerowy wektor x; € CV, ze

XEA = A\ LXTL, to Ay, nazywam lewostronng wartoscig wtasng macierzy A, za$
wektor x; nazywam lewostronnym wektorem wtasnym macierzy A do wartoSci
wiasnej Ay,

Zbidér wszystkich prawostronnych (lewostronnych) wartosci wtasnych macierzy
nazywam prawostronnym (lewostronnym) widmem macierzy.
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Twierdzenie: Lewostronne i prawostronne widma danej macierzy sg identyczne.

Wobec powyzszego twierdzenia, mozna méwic po prostu o widmie macierzy.
Uwaga: Definicje widma w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych nalezy
zmodyfikowac!

Twierdzenie: Lewostronne i prawostronne wektory wtasne danej macierzy, od-
powiadajgce roznym wartoSciom witasnym, sg ortogonalne.
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Dwie macierze A, B nazywam podobnymi, jeéli istnieje taka macierz odwracalna
S, 2e A = S™IBS.

Twierdzenie: Widma macierzy podobnych sg takie same.

Jezeli macierz jest podobna do macierzy diagonalnej, macierz te nazywam dia-
gonalizowalnag.

Uwaga: Nie kazda macierz jest diagonalizowalna — na przyktad macierz
1 1
01
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Obserwacja: Jesli macierz jest diagonalizowalna, jej posta¢ diagonalna ma na
gtdbwnej przekatnej wartosci wiasne (i zera wszedzie poza tg przekatng).

Twierdzenie: Niech A € CN*Y pedzie pewna macierza posiadajaca N nieza-
leznych prawostronnych wektorow wtasnych. Niech X bedzie macierzg, ktérej
kolumnami sa te wektory. Wéwczas X1 AX jest macierza diagonalna.

Obserwacja: Diagonalizowalna macierz A € CN*¥ ma N niezaleznych prawo-
stronnych wektoréw wiasnych.

Uwaga: Jedli A € RVXN macierz ta moze mimo to mie¢ zespolone warto4ci
wlasne.
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Twierdzenie: Niech A bedzie wartoscig wiasng macierzy A € CN*N_ Wéwczas
A spetnia rownanie

det[A —\]] = 0. (1)

Rownanie (1) nazywa sie rownaniem charakterystycznym macierzy A.

Dowod. Jezeli )\ jest wartoscig wlasng A, musi istnie¢ wektor x # 0 taki, ze
Ax = )\x, a wiec spetniajgcy rownanie
[A — M]x=0. (2)

Rownanie moze mieC nietrywialne rozwigzania tylko jezeli zachodzi —
wiemy zas, ze réwnanie (2) ma nietrywialne rozwigzanie, jako ze z definicji war-
to$ci wtasnej wynika, iz wektor x, spetniajgcy réwnanie (2), istnieje. []
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Obserwacja: Lewa strona rownania charakterystycznego jest wielomianem
stopnia N w zmiennej .

Uwaga: Niekiedy wartosci wtasne definiuje sie jako pierwiastki rGwnania charak-
terystycznego (1). Moim zdaniem jest to podejscie btedne. (W skonczeniewy-
miarowych przestrzeniach réznice ujawniajg sie dla macierzy niediagonalizowal-
nych.)

Twierdzenie: Niech A € RV*N przy czym A = AT, Wéwczas A jest dia-
gonalizowalna, jej wartosci wiasne sg rzeczywiste, a wektory wiasne do réznych
wartosci wiasnych sg ortogonalne.

Obserwacja: Unormowane wektory wtasne dowolnej macierzy symetryczne;,
rzeczywistej tworzg baze ortonormalng w RV.
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Metoda potegowa — nie stosowac, ale rozumiec¢

Niech A € RVXN przy czym A = AT Bierzemy dowolny x € RY i tworzymy
przestrzen

K(A,x) = span{x, Ax, A’x, A3x,...}. (3)

Przestrzen takg nazywam przestrzenig Krytowa. llu wymiarowa jest ta prze-
strzen? dim/XC < N. Ale czy zawsze osiggany jest wymiar maksymalny? Nie.
Jeslix = 0, dim K = 0. Jesli x jest wektorem wiasnym A, dim IC = 1. W ogdl-
nosci A*x dazy do jakiego$ wektora wiasnego A lub do liniowej kombinaciji (nie-
wielu) wektorow wtasnych A. Dlaczego?
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Przypusémy, ze najwieksza (na modut) warto$¢ wtasna A jest niezdegenerowana. Oznaczmy
ja A1. Zbiér wszystkich wartosci witasnych A oznaczam {\;}Y_,, a odpowiadajace im wektory
wtasne oznaczam {u;}#_;. Mamy

N
X = Z o, (4)
=1
N N
Ax = Z o;Au; = Z oAU, (53.)
1=1 =1
N
Ax = ) (5b)
=1

Jesli [A1] > |2 > ..., wynik iteracji (5) bedzie dgzyt do wektora proporcjonalnego do uj;.
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Otrzymujemy zatem nastepujgcy algorytm:

Metoda potegowa:

xg = 0, x1 dowolny;, ||X1|| =1
while ||x, —xi_1]| > ¢

y = Axg

Xg+1 =Y/ llyll

A= sgn (x1xz) Iy
end
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Kiedy metoda potegowa zawodzi?

e gdy na modut najwieksza warto$¢ wtasna jest zdegenerowana

e gdy najwieksza wartos¢ wtasna jest na modut zdegenerowana (istniejg war-
tosci wtasne +Amax)

e Qdy trzeba szukaC wektorow wtasnych do innej niz maksymalna (na modut)
wartosci wiasne;

e nie dziata dla macierzy niesymetrycznych
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Odwrotna metoda potegowa

Czasami zachodzi potrzeba znalezienia najmniejszej (na modut) wartosci wta-
snej. Niech A € RVXN przy czym A = AT oraz det A # 0. Jesli w algorytmie
(6) obliczenie y = Ax;, zastgpimy rozwigzaniem réwnania Ay = x;, metoda
zbiegnie sie do najwiekszej (na modut) warto$ci wtasnej macierzy A1, a wiec
do najmniejszej (na modut) wartosci wtasnej macierzy A.

Wszystkie zastrzezenia z poprzednigj strony stosujg sie ®.
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Druga wartos¢ wiasna

Kiedy metoda potegowa nie zbiegnie sie do najwigkszej (na modut) wartosci wiasnej? Gdy w roz-
ktadzie wspoétczynnik przy wektorze wtasnym odpowiadajgcym tej wartoéci wtasnej znika.
Widac¢ zatem, ze w metodzie potegowej generowane wektory trzeba ortogonalizowaé do wektora
odpowiadajgcego wiodgcej wartosci wiasnej. Niech u; oznacza ten wektor witasny.

Xg = O, X1 ?& 0 dowolny, X1 = (f(l — u{il ul) / Hil — u{il ulH
while ||Xk; — Xk;_1|| > €

y = Axy
y=y—-uyu (7)
xp+1 =y/[lyll
A =sgn (x},1xx) [|y]]
end

Ortogonalizacja wewnatrz petli potrzebna jest z uwagi na btedy zaokrgglenia. Konieczno$¢ orto-
gonalizacji znacznie podraza algorytm. Gdyby szukaé trzeciej wartoSci wtasnej, trzeba ortogo-
nalizowa¢ do u; oraz u». | tak dalej.
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Diagonalizacja poprzez ciag ortogonalnych transformacji podobienstwa

Niech P;, « = 1,2,... bedg macierzami ortogonalnymi. Niech A bedzie do-
wolng macierzg kwadratowg o tym samym wymiarze. Tworzymy cigg transfor-
macji podobienstwa (a wiec zachowujgcych widmo)

A - PIAP; — PIPTAP P, — ... - Pl .. .PIPTAPP>... P, (8)

Jesdli uda nam sie dobra¢ macierze P; tak, ze macierz wystepujgca po prawej
stronie (8) jest diagonalna

Agiag=Pjs---P3P{AP1P3--- Py (9)

kolumny macierzy P1P> --- P, sg wektorami wiasnymi macierzy A (zobacz
Twierdzenie na str. 5).
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Otrzymujemy zatem algorytm generowania wektorow wtasnych

S =1
fori =1 M

S = P;S (10)
end

Jezeli potrzebne sg same wartosci wtasne, bez wektorow wtasnych, nie trzeba
akumulowac wykonywanych transformacji podobienstwa, czyli wykonywac itera-
c¢ji (10), co, typowo, znacznie obniza koszt operacji.

Uwaga: W arytmetyce doktadnej na ogét nie osiggamy macierzy diagonalnej
w skonczonym ciggu transformaciji (8). W artytmetyce ze skonczong doktadno-
Scig przerywamy transformacje, gdy wszystkie wyrazy pozadiagonalne spadng
ponizej pewnego progu.
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Transformacja Householdera ()

Niech w € RV, ||w|| = 1. Tworze operator
P=1-2ww'. (11)
Widag, ze P? = P. Ponadto

P2 = (]I — QWWT) (]I — QWWT) =1—4ww! + 4W&T/\_7V/WT =1 (12)
I

A zatem operator (11) spetnia

Pl=pP=pP 1. (13)

Operator (11) jest ortogonalnym operatorem rzutowym.
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Niech teraz x #= 0, x |/ €1, gdzie e; jest pierwszym wersorem. Definiuje
(x F [Ix]181) (x F |Ix[l81)"

Ix F [lx1&1 12
Operator Px jest postaci (T1). Zauwazmy, ze ||x T ||x/|é1]|% =

Ix)1? F 2lx|)x"e1 + [Ix[|26Te1 = 2 (|Ix||? F lIx||z1), gdzie 1 jest pierwsza
sktadowg wektora x. Obliczam

C (xFxle)" x

P 7 ey T Ile) = x = G F [ixller) = £lxjer

(15)

Px - x=x

Operator (14) rzutuje ortogonalnie wektor x na pierwszy wersor.
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Rozkiad QR

Niech A1 € RY*V j niech Py oznacza operator (14) zbudowany na pierwszej
kolumnie macierzy A. Widag¢, ze

o o
O o o o o

Ay =P1A1= |0 o o ° o |, (16)
O o o o o

gdzie e oznacza jakgs liczbe.
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Kluczowe jest okreélenie kosztu operacji (16). Wydaje sie, ze poniewaz jest to
mnozenie macierzowe, jego koszt wynosi O(N3). To jednak nieprawda: Wiemy
jaki jest wynik dziatania P, na pierwszg kolumne A1, natomiast poniewaz P,
ma strukture (11), wynik dziatania P1 na kolejne kolumny A mozna obliczy¢
w czasie liniowym (N — iloczyn skalarny plus odpowiednie ustawienie elemen-
tow), bez koniecznosci jawnej konstrukcji postaci macierzowej operatora Pj.
Poniewaz kolumn jest N, caty koszt operaciji (16) wynosi O(N?2), przy zatoze-
niu, ze macierz A4 jest petna.

Zauwazmy, ze operator P4 jest ortogonalny i symetryczny.
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Zdefiniujmy teraz

Py, =

1

0

0

(17)

gdzie P jest operatorem (14 zbudowanym na drugiej kolumnie macierzy Ao,
poczawszy on drugiego wiersza: P, € RIN-1)x(N-1) P, jest ortogonalny

| symetryczny.
- 9 [ @ e
(1) 0O --- 0 0 .
~ O e
: P> L
| 0 41 1L0 e

A3 = P2A2 = P2P1A1 =

@N®)

3. Numeryczne zagadnienie wlasne

20



Teraz definiuje

1 0 0

0 1,0 0
P;=| 0 0

. f’3

0 0

(19)

gdzie P jest operatorem (14 zbudowanym na frzeciej kolumnie macierzy Ags,
poczawszy on trzeciego wiersza: Pz € RIWN—-2)x(N=2) P jest ortogonalny

| symetryczny. | tak dalej. Postepujac tak (N — 1) razy, otrzymuje

Py_1...PoP1A =

°
O
O

0

O e

O O

O

(20)
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Macierz P_1 ... PP jest ortogonalna, zatem (Py_1...PoP) 71 =
P,P->...Py_1 tezjest ortogonalna. Udowodnili§my zatem nastepujace

Twierdzenie: Dla kazdej macierzy A € RV X! istnieje rozktad A = QR, gdzie
Q jest macierzg ortogonalng, R jest macierzg tréjkgtng gérng. Rozktad ten na-
zywamy rozktadem QR.

Pokazalismy, ze rozktadu QR mozna dokona¢ za pomocg transformacji House-
holdera — sg takze inne sposoby.
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Koszt rozktadu QR

Pokazali$my, ze jeden krok rozktadu QR petnej macierzy kosztuje O(N?). Trze-
ba wykona¢ NV krokdéw, zatem koszt catego rozktadu petnej macierzy kosztuje
O(N3). Koszt ten spada, jesli macierz jest rzadka. Koszt rozktadu QR wynosi

e O(N3) dla macierzy petnej
e O(N?) dla macierzy w postaci Hessenberga

“gérna” macierz Hessenberga o wymiarach 5 x 5

Qe o 0 o0

OQOOQe e
OCe o o

e O(N) dla macierzy tréjdiagonalnej
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Algorytm QR

Niech macierz A ma rozktad QR postaci A = QR. Zauwazmy, ze iloczyn
czynnikdow Q, R wzietych w odwrotnej kolejnosci

RQ = Q'AQ (21)

jest ortogonalng transformacjg podobienstwa macierzy A.
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Zachodzi nastepujace

Twierdzenie: Algorytm QR. Niech A = Ag € RV*XV  Niech A, = Q,R; bedzie
rozktadem QR. Wowczas iteracja

A1 = RiQ; (22)
jest zbiezna do postaci trojkgtnej gornej, przy czym na gtdwnej diagonali poja-
wiajg sie wartosci wtasne macierzy A, z ewentualnymi blokami, odpowiadajg-
cymi zespolonym lub wielokrotnym wartosciom wtasnym macierzy A.

Dowod. Wykracza poza ramy tego wyktadu. ]

Obserwacja: Macierz diagonalna jest niezmiennicza w transformacji (22).

Obserwacja: Jesli macierz A jest symetryczna, algorytm QR jest zbiezny do
postaci diagonalnej, z ewentualnymi blokami.
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Transformacja Householdera (ll) — trojdiagonalizacja

Niech A = AT ¢ RV*N Rozwazamy transformacje

A1 =P1APq, (23)
gdzie
1|0 - 0
0
P, = 5 f’l : (24)
i 0

Nie wolno tego pomyli¢ z (T7)! W tym wypadku P; € R(N-1)x(N=1) gzpa-
cza operator (14) zbudowany na pierwsze| kolumnie A poczgwszy od drugiego
wiersza (pierwszego poddiagonalnego). P4 jest symetryczny i ortogonalny.
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Otrzymujemy

A1 =P1AP, =

OO e o

o -

®e ¢ o O

e ¢ o O

e ¢ o O

(23)
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W nastepnym kroku bierzemy

P

gdzie P, jest operatorem

pOCzawszy on frzeciego (pierwszego poddiagonalnego) wiersza:
P, € RIW=2)x(N=2) P, jest ortogonalny i symetryczny.

14

1 0 0
0 10 0
0 0

: : f)Q

0 O

(26)

zbudowanym na drugiej kolumnie macierzy Ao,
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Otrzymujemy

e ¢ 0O O . 0
o o o 0O . 0
O © o o . °
Az = PaA1Py = O O o o . ° (27)
I O O e o °

| tak dalej. IN—2 takich ortogonalnych transformacji podobienstwa sprowadza
symetryczng macierz A do postaci trojdiagonalnej. Koszt catego tego przedsie-
wziecia jest rzedu O(N3).
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Co z macierzami niesymetrycznymi?

Dla macierzy niesymetrycznych przedstawiony algorytm nie prowadzi do macie-
rzy trojdiagonalnej, ale do postaci Hessenberga, kitéra tez jest bardziej przyjazna
algorytmowi QR, niz macierz petna.
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Strategia postepowania

1. Sprowadz macierz do “prostej” postaci, dla ktorej algorytm QR jest efek-
tywny
e dla macierzy symetrycznych, “prostg postacig” jest postac tréjdiagonalna
e dla macierzy niesymetrycznych, “prostg postacig” jest posta¢ Hessen-
berga
2. szukaj wartosci witasnych (i wektoréw, jesli trzeba) za pomocag algorytmu
QR.

Dziata bezboleénie dla macierzy ~ 1000 x 1000. Dla macierzy ~ 10° x 10°
dziata, ale juz bolesnie. Dla macierzy wiekszych (macierzy monstrualnych) w za-
sadzie dziatajg tylko specjalne algorytmy dla macierzy rzadkich. Uwaga: na ogo6t
nie trzeba poznawac wszystkich wartosci wtasnych duzych macierzy, najczesciej
wystarcza znajomos¢ kilkunastu dominujgcych.
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Wyznaczanie wektorow witasnych znajac przyblizone wartosci wiasne

Niech A € RVXN diagonalizowalna i niech = bedzie (dobrym) przyblizeniem
ktorejs z wartosci wtasnych macierzy A. Rozwazmy réwnanie

(A—7T)y=h. (28)

Gdyby b = 0, 7 za$ byto doktadng wartoscig wtasng A, rozwigzanie rownania
28) bytoby wektorem wtasnym odpowiadajgcym 7. Przyjmijmy, ze b jest przy-
padkowym wektorem, takim, ze ||b|| = 1. 7 jest bliskie jakiejs wartosci wtasne;.
Wdowczas rozwigzanie (28) bedzie bliskie odpowiedniego wektora wtasnego. Co
wiecej, jesli procedure te przeiterujemy, to znaczy rozwigzania (28), znormali-
zowawszy, uzyjemy jako prawej strony tego réwnania, uzyskamy jeszcze lepsze
przyblizenie wektora wtasnego. Dlaczego?
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Niech {u;}#_, beda wektorami wtasnymi A.. Niech wektory b, y z réwnania
majg nastepujgce rozktady w bazie tych wektorow wtasnych:

N N
b= > pgu,, y = > au;.
=1 i=1

1=

Z rdwnania (28)) dostajemy

N

N
> ai(N—Tu; = ) By,
i=1

i=1
a zatem, na mocy liniowej niezaleznosci wektoréw u;,

B;
)\Z'—T.

O{Z':

28

(29)

(30)

(31)
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Otrzymujemy zatem

N g
— L, 32
y Z: L (32)
=1 "1
a po k-krotnym przeiterowaniu tej procedury,

b

U
— )k

1 N
yzﬁi; (A (33)

gdzie N jest czynnikiem normalizacyjnym. Widag, ze jezeli 7 ~ \;, wyraz z u;
bedzie dominowat w sumie (33) (por. metoda potegowa).
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OtrzymaliSmy zatem nastepujgcy algorytm:

A € R¥*N diagonalizowalna
yo dowolny, |lyol| = 1
do

(A—1D)z =y (34)
Yit+1 = z/||z]]
until [ly,+1 — yill <e

Uwagi:
1. 7 musi by¢ bliskie ktérejs z wartosci wtasnych; jesli = zostato obliczone numerycznie, nalezy
je traktowac jako bliskie, ale nie doktadne.
2. Jesli wartoSci wtasne A lezg blisko siebie i 7 lezy blisko wielu r6znych wartosci wtasnych,
zbieznos¢é moze by¢ wolna.
3. Réwnanie liniowe w nalezy rozwigzywacC w precyzji podwyzszonej w stosunku do tej,
w jakiej chcemy otrzymac ostateczny wektor wtasny, gdyz réownanie to moze by¢ bliskie rownaniu
osobliwemu. W kolejnych rownaniach mozna uzywac tej samej faktoryzacji macierzy A — 1.
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