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Metoda gradientow sprzezonych — motywacja

Rozwazmy funcje f : RY — R

f(x) = %XTAX—bTx—I-C, (1)

gdzie x,b € RN, c € R, A = AT ¢ RV*XN jest symetryczna i dodatnio okre-
slona. Przy tych zatozeniach, funkcja (1) ma doktadnie jedno minimum, bedgce
zarazem minimum globalnym. Szukanie minimoéw dodatnio okre$lonych form
kwadratowych jest (wzglednie) tatwe i1 z praktycznego punktu widzenia wazne.
Minimum to lezy w punkcie spetniajgcym

Vf=0. (2)
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Widzimy zatem, ze funkcja (1) osigga minimum w punkcie, w ktéorym zachodzi

Ax—-b=0« Ax=b. (4)

Rozwigzywanie uktadu rownan liniowych Z macierzg symetryczng, dodatnio
okreslong jest rownowazne poszukiwaniu minimum dodatnio okreslonej formy
kwadratowe).

Przypusémy, ze macierz A jest przy tym rzadka i duza (lub co najmniej Srednio-
duza). Wowczas metoda gradientdw sprzezonych jest godng uwagi metoda roz-
wigzywania (4)

2. Metoda gradientéw sprzezonych. Minimalizacja. Réwnania algebraiczne. 4



Metoda gradientow sprzezonych, Conjugate Gradients, CG

A € RVXN symetryczna, dodatnio okreélona, z1 — poczatkowe przyblizenie
rozwigzania rownania (4), 0 < ¢ < 1.

ri =b— Axy,p1 =11
while [|ry|| > €

I'Zrk
ak pi Apy
rp4+1 = T — apApg (5)
8, = Tpt1Tk+1
k - I'TI‘
Ltk
Pr+1 = Ti41+ BePk
Xp4+1 = Xp+ appg

end
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Wdwczas zachodzg twierdzenia:
Twierdzenie 1. Ciggi wektorow {r.}, {pr} spetniaja nastepujgce zaleznosci:

rjr; = 0, i>j, (6a)
r;p; = 0, i>j, (6b)
p/Ap; = 0, i>j. (6¢)

Twierdzenie 2. Jezelir,; = 0, to x,, jest Scistym rozwigzaniem réwnania (4).

Dowod. Oba (sic!) dowody przebiegajg indukcyjnie. ]
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Ciag {x;.} jest w gruncie rzeczy “pomocniczy”, nie bierze udziatu w iteracjach,
stuzy tylko do konstruowania kolejnych przyblizen rozwigzania.

Istotg algorytmu jest konstruowanie dwu ciggdw wektorow spetniajgcych zalez-
nosci (6). Wektory {r;.} sg wzajemnie prostopadte, a zatem w arytmetyce do-
ktadnej rny41 = O, wobec czego x4 1 jest poszukiwanym Scistym rozwigza-
niem.

Zauwazmy, ze poniewaz A jest symetryczna, dodatnio okre$lona, warunek (6c¢
oznacza, ze wektory {p:.} sa wzajemnie prostopadte w metryce zadanej przez
A. Ten witasnie warunek nazywa sie warunkiem sprzezenia wzgledem A, co
daje nazwe catej metodzie.
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Koszt metody

W arytmetyce doktadne] metoda zbiega sie po N krokach, zatem jej koszt wy-
nosi O(N - koszt_jednego_kroku). Koszt jednego kroku zdominowany jest przez
obliczanie iloczynu Ap. Je$li macierz A jest petna, jest to O(N?2), a zatem
catkowity koszt wynosi O(N3), czyli tyle, ile dla metod doktadnych. Jezeli jed-
nak A jest rzadka, koszt obliczania iloczynu jest mniejszy (o ile obliczenie to
jest odpowiednio zaprogramowane). Jesli A jest pasmowa o szerokosci pasma
M < N, catkowity koszt wynosi O(M - N2).

2. Metoda gradientéw sprzezonych. Minimalizacja. Réwnania algebraiczne. 8



Problem!

W arytmetyce o skonczonej doktadnosci kolejne generowane wektory nie sg Sci-
sle ortogonalne do swoich poprzednikow — na skutek akumulujgcego sie btedu
zaokraglenia rzut na poprzednie wektory moze sta¢ sie z czasem znaczny. Po-
woduje to istotne spowolnienie metody.

Twierdzenie 3. Jezeli x jest scistym rozwigzaniem réwnania (4), x;, $g gene-
rowane w metodzie gradientow sprzezonych, zachodzi

SR -1\ 1
A1)

gdzie k jest wspofczynnikiem uwarunkowania macierzy A.

(7)

Ix — x| < 2||x—xl||<

Jezelik > 1, zbieznos¢ moze byc bardzo wolna.

2. Metoda gradientéw sprzezonych. Minimalizacja. Réwnania algebraiczne. 9



“Prewarunkowana” (preconditioned) metoda gradientow sprzezonych

Sprobujmy przyspieszy¢ zbieznos¢ odpowiednio modyfikujgc rownanie | al-
gorytm (5), jednak tak, aby

e nie zmienic¢ rozwigzania,

e macierz zmodyfikowanego uktadu pozostata symetryczna i dodatnio okre$-
lona, aby mozna byto zastosowaé metode gradientéw sprzezonych,

e macierz zmodyfikowanego uktadu pozostata rzadka, aby jeden krok iteracji
byt numerycznie tani,

e macierz zmodyfikowanego uktadu miata niski wspotczynnik uwarunkowania.

Czy to sie w ogole da zrobi¢? Okazuje sie, ze tak!
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Postepujemy nastepujaco: Niech C € RV >N pedzie odwracalng macierza sy-
metryczna, rzeczywista, dodatnio okre$lona. Wéwczas A = C~1AC— 1 tez jest
symetryczna, rzeczywista, dodatnio okreslona.

clAclcx = Cc b, (8a)
I
Ax = b, (8b)

gdzie X = Cx, b = C~1b. Do réwnania (8b) stosujemy teraz metode gradien-
tow sprzezonych.
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W kazdym kroku iteracji musimy obliczy¢ (tyldy, bo odnosi sie to do “tyldowane-
go” uktadu (8b))

1T, TiTy
% T A= T STo-1AC-1g,° (92)
p,Apr, P, CTTACT pg
Tht1 = Tp— opAPy =Tf — q;C TACT py, (9b)
3 1Tkt 1 (90)
p— , C
g i7T,
Pr+1 = Ti4+1 + BkPk (9d)
Xp4+1 = X+ oDy - (9e)
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Réwnania (9) zawierajg jawne odniesienia do macierzy C—1, co nie jest zbyt
wygodne. tatwo sie przekonac, iz za pomoca prostych przeksztatcen macierz
te mozna ,usungC”, tak, iz pozostaje tylko jedno jej nietrywialne wystgpienie.
Zdefiniujmy mianowicie

r,=C r,, p,=Cps, %,=Cx;. (10)

W tej sytuacji ity = (C lrp)!C1r, =l (C™H)IC™ i, =
1[‘7]5(3_1(3_11'/1€ = rZ(C_l)Qrk etc.
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Wéwczas réwnania (9) przechodzg w

ap = , (1 18.)
pL Apg
rp+1 = Tp— agApyg, (11b)
2
T —1
Y
6k — T 2 ) (1 1C)
Iy (C_l) I
_1\2
Pr+1 = (C 1) rp+1+ BrPk (11d)
Xf+1 X) + Py - (11e)
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W powyzszych rownaniach rola macierzy C sprowadza sie do obliczenia — je-
2

den raz w kazdym kroku iteracji — wyrazenia (C—1> rz., CO, jak wiadomo, robi

sie rozwigzujgc odpowiedni uktad rownan. Zdefiniujmy

M = C?. (12)

Macierz M nalezy rzecz jasna dobrac¢ tak, aby réwnanie Mz = r mozna byto
szybko rozwigzac.
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Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy algorytm:

r{ =— b — AX1
I’OZWiBZ MZl =TI
pP1 = 21
while |[ry| > ¢
_ iz,
% = pTap,

P APk
rp4+1 = T — apApg
I’OZWiBZ MZk+1 = I‘k_|_1

_ Thg%hetl
Bk — T
Pk+1 = Zi+1 + BrPk
Xp4+1 = Xp+ appg

end

(13)
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Incomplete Cholesky preconditioner

Niech rozktad QR macierzy C ma postaé C = QH?, gdzie Q jest macierza
ortogonalna, HY jest macierza tréjkatna gorna. Zauwazmy, ze

M=c?=c"c = (qu")" Qu” =HQTQH! =HH', (14

a wiec macierz H jest czynnikiem Cholesky’ego macierzy M. Niech rozkiad
Cholesky’ego macierzy A ma postaé A = GG!. Przypusémy, izH ~ G.
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Wowczas

A=clac = (cT) Tact= ((QHT) ) 1 A(QHT) T =

(HQT) A (HT) ' QT = QH'GG! (HT>_JQT ~QQT =1. (15)

~I ~

Poniewaz A ~ I, wspdiczynnik uwarunkowania tej macierzy powinien byé bliski
jednosci.
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Niepetny rozklad Cholesky’ego — algorytm w wersji GAXPY
for k£=1.N

end
Hy, = v Hyy,
for | =k4+1:N
Hy, = A
it Ay £ O
for j=1:#k-1
Hy, = Hy, — HijjHy;
end
Hy, = Hy/Hp,
endif
end

end
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Uwagi

e Poniewaz A jest rzadka, powyzszy algorytm na obliczanie przyblizonego
czynnika Cholesky’ego wykonuje sie szybko. Wykonuje sie go tylko raz.

e ROwnanie Mz = r rozwigzuje sie szybko, gdyz znamy czynnik
Cholesky’ego M = HH" .

e Obliczone H jest rzadkie, a zatem réwnanie Mz = r rozwigzuje sie szcze-
golnie szybko.

e Mamy nadzieje, ze macierz A ma wspétczynnik uwarunkowania bliski jed-
nosci, a zatem nie potrzeba wielu iteracji (13).
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Przyklad — macierz pasmowa z pustymi diagonalami

Rozwazmy macierz o nastepujgcej strukturze:

agz O b3 0 ¢ O O O O O
O a> O by O ¢ O O O O
b3 0 as 0 b5 0 C7 0 0 0
A= 0 b4 O a4 0 b6 0 C8s 0 O
Cys 0 b5 0 as 0 b7 0 C9o 0
O cg 0O bg 0 ag O bg O cqp

Macierz ta jest symetryczna, zaktadamy tez, ze jest dodatnio okreslona.

(16)

2. Metoda gradientéw sprzezonych. Minimalizacja. Réwnania algebraiczne.
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Niepetny czynnik Cholesky’ego macierzy

p1
0 po
g3 O
O qa
rs O
0 7g

16) ma postac
pP3
0O pg
g5 O ps
O g O pe

(W petnym czynniku Cholesky’ego macierzy

diagonalg “p

sie jakies niezerowe liczby.)

16

zera lezgce w

17

(17)

pomiedzy

a diagonalng “r” zniktyby — w ogéblnosci mogtyby tam znajdowaé

2. Metoda gradientéw sprzezonych. Minimalizacja. Réwnania algebraiczne.
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Zgodnie z podanym algorytmem, elementy ciagdw {p.}, {qr}, {rr} wyliczamy
z nastepujgcych wzorow:

P1 - v ai, D2 - \ a2,

@3 = b3/p1, qga = ba/po,

rs = c¢5/p1, re = c&/p2,

ps = +Jaz—q3, pa = +as—qz,

gs = (bs —rsq3)/p3, g6 = (bs—reqa)/pa,
rr = c¢7/p3, rg = c7/pa,

ps = Jas—qz — 7%, pe = +/as—q8 —12,
qr = (57-—-T7Q5)/p5, gs = (bs—rsgs)/ps,
r9 = co/ps, rio = c10/pe,

pr = Jar—q2 —r2, ps = +Jas—q§ — 13,
g = (bo—roqr)/p7, qgio = (bio —71098)/ps,
ri1 = c11/p7, rio =

612/178,
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Macierze niesymetryczne

Jezeli w rownaniu

Ax=Dh (18)

macierz A nie jest symetryczna i dodatnio okreslona, sytuacja sie komplikuje.

Zaktadajac, ze det A #= 0, rOwnanie
sposoby.
CGNR:
AT Ax
lub CGNE:
AATly
X

18

mozemy “zsymetryzowac” na dwa

= AlDb, (19)
b, (20a)
= Aly. (20b)

2. Metoda gradientéw sprzezonych. Minimalizacja. Réwnania algebraiczne. 24



Do dwu powyzszych réwnan formalnie rzecz biorgc mozna uzywac¢ metody gra-
dientow sprzezonych. Trzeba jednak pamietaé, ze nawet jesli macierz A jest
rzadka, macierze AT A, AA' nie musza by¢ rzadkie, a co gorsza, ich wspot-
czynnik uwarunkowania jest kwadratem wspotczynnika uwarunkowania macie-
rzy wyjsciowej.

Alternatywnie, zamiast “symetryzowac” macierz, mozna zmodyfikowac algorytm,
tak aby zamiast dwu, generowat on cztery ciggi wektorow (metoda gradientow
bi-sprzezonych). Nalezy jednak pamietaé, ze dla wielu typdw macierzy taki al-
gorytm bywa bardzo wolno zbiezny, a niekiedy nawet dochodzi do kompletne;
stagnacji przed uzyskaniem rozwigzania.
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Strategia minimalizacji wielowymiarowej

Zaktadamy, ze metody poszukiwania miniméw lokalnych fukncji jednej zmiennej
sg znane.

Rozwazmy funkcje f:RY — R. Przedstawimy strategie poszukiwania (lokalne-
go) minimum tej funkcji w postaci ciggu minimalizacji jednowymiarowych.
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1. Aktualnym przyblizeniem minimum jest punkt x;.
2. Dany jest pewien kierunek poszukiwan py..

3. Konstruujemy funcje g.:R — R

gr(a) = f(xx + apy) - (21)

4. Znanymi metodami jednowymiarowymi znajdujemy amin takie, ze funkcja
21) osigga minimum. Jest to minimum kierunkowe funkcji f.

XEp4+1 = Xi + OminPgk - (22)
6. goto1].
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Jak wybiera¢ kierunki poszukiwan?

Caty problem sprowadza sie zatem do wyboru odpowiedniej sekwencji kolejnych
kierunkéw {p.}. Bardzo popularne sg metody

e Minimalizacji po wspétrzednych — kolejnymi kierunkami poszukiwan sg kie-
runki rownolegte do kolejnych osi uktadu wspotrzednych.

e Metoda najszybszego spadku, w ktérej kierunek poszukiwan pokrywa sie
z minus gradientem minimalizowanej funkcji w punkcie startowym.

Jesli jestesmy blisko minimum nie sg to dobre pomysty, gdyz prowadzg do wielu
drobnych krokdéw, ktdre czesciowo likwidujg efekty osiggniete w krokach po-
przednich. Dlaczego?
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Znajdzmy warunek na to, aby f osiggata minimum kierunkowe, czyli aby g;. o-
siggata minimum:

dgr _

o
=3 L (01 = (Vi emy) P =0 (23)

: 83:2-

1
W minimum kierunkowym gradient funkcji jest prostopadty do kierunku poszuki-
wan. Widac¢ stad natychmiast, ze krok minimalizacji w metodzie najszybszego
spadku co prawda zaczyna sie prostopadle do poziomnic funkcji, ale konczy sie
stycznie do poziomnic. Z kolei w minimalizacji po wspotrzednych kolejne kie-
runki poszukiwan, czyli — tutaj —- kolejne wspoétrzedne, nie zalezg od ksztattu
minimalizowanej funkcji; taka strategia nie moze by¢ optymalna.
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Przyblizenie formy kwadratowej

Przypusémy, ze jesteSmy dostatecznie blisko minimum. Rozwijamy minimalizo-
wang funkcje w szereg Taylora wokot minimum i otrzymujemy

£(x) ~ %XT Ax —blx+ f;, (24)

gdzie A jest macierzg drugich pochodnych czgstkowych (hessjanem) oblicza-
nym w minimum. Z definicji minimum, macierz ta jest dodatnio okreslona, je-
Sli za$ funkcja jest dostatecznie gtadka, macierz ta jest symetryczna. Zatem
w poblizu minimum, funkcja w przyblizeniu zachowuje si¢ jak dodatnio okre$lona
forma kwadratowa.
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Gradienty sprzezone

W przyblizeniu (24) gradient funkcji f w punkcie x; wynosi

Vflymx, = Ax —b. (25)

Kolejne poszukiwania odbywajg sie w kierunku py4 1. Gradient funkcji w pew-
nym nowym punkcie x = X + apj41 Wynosi

Vfly = Ax; + aApjy; —b. (26)

Zmiana gradientu wynosi

0 (Vf) = aApg41- (27)
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Punkt x;. jest minimum kierunkowym w kierunku p;., a wiec gradient funkcji w tym
punkcie spetnia warunek (23). Jezeli chcemy aby poszukiwania w nowym Kie-
runku nie zepsuty minimum kierunkowego w Kierunku pi., zmiana gradientu musi
by¢ prostopadia do starego kierunku poszukiwar, § (V f)! p;, = 0. Tak jednak
musi by¢ dla wszystkich poprzednich kierunkéw, nie chcemy bowiem naruszyc¢
zadnego z poprzednich minimow kierunkowych. A zatem

pi Ap; =0, i>j. (28)

Metode wybierania kierunkow poszukiwan spetniajgcych (28) nazywamy metodg
gradientow sprzezonych.
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Jak sie obejs¢ bez hessjanu?

Z poprzedniej czesci wyktadu znamy algebraiczng metode gradientdéw sprzezo-
nych, wydaje sie zatem, iz moglibySmy jej uzy¢ do skonstruowania ciggu wekto-
row {p;}. Niestety, nie mozemy, nie znamy bowiem macierzy A, czyli hessjanu
w minimum. Czy mozemy sie bez tego obejS¢?

Twierdzenie 4. Niech f ma postac (24) i niechr, = — Vf IXk. Z punktu x;.
idziemy w kierunku p;, do punktu, w ktorym f osigga minimum kierunkowe.
Oznaczmy ten punkt x4 1. Wowczasrpy; = —Vf |Xk 1 jest tym samym
wektorem, ktory zostatby skonstruowany w algebraicznej metodzie gradientow
sprzezonych.
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Dowod. Na podstawie rownania (29), rp, = —Ax;, + b oraz

rp41 = —A(Xg + apg) + b =r; — aApy. (29)

W minimum kierunkowym pZ Vi, = —pir+1 = 0 (por. (23)). Wobec

tego mnozac réwnanie (29) lewostronnie przez p;{, otrzymujemy

P Tk
a = : (30)
pL Apy
Poniewaz w algebraicznej metodzie gradientdw sprzezonych rip, = riry,
otrzymujemy dokfadnie takie samo o jak we wzorach na metode algebraiczna,
co konczy dowdd. ]
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Algorytm gradientow sprzezonych

Rozpoczynamy w pewnym punkcie x;. Bierzemy r; = p; = — Vf|,.
1. Bedac w punkcie x;,, dokonujemy minimalizacji kierunkowej w kierunku py;
osiggamy punkt xz4 1.
2. Obliczamy 41 = — Vf|xk+1.
3. Obliczamy (jak w metodzie algebraicznej)

4. Obliczamy (jak w metodzie algebraicznej) py4+1 = rp4+1 + 8Pk -
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Zamiast uzywac réwnania (31)), mozna skorzystac z

T
r; 1 (Tg41 —rg)
g=r . (32)

Jezeli funkcja f ma $cidle postac (24), nie ma to znaczenia, gdyz rj_ rj, =
0. Poniewaz jednak f jest tylko w przyblizeniu formg kwadratowa, (32) moze
przyspieszy¢ obliczenia gdy grozi stagnacja.
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Uktady réwnan algebraicznych

Poszukiwanie ekstremow funkcji wielu zmiennych formalnie sprowadza sie do
rozwigzywania rownania V f = 0. W praktyce minimalizacja funkcji poprzez roz-
wigzywanie tego rownania jest bardzo ztg metodg, jest to jednak dobra okazja
do przypomnienia najwazniejszych metod rozwigzywania nieliniowych uktadow
rownan algebraicznych.
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Niech g:RN — R bedzie funkcja klasy co najmniej C1. Rozwazamy réwnanie
g(x) =0, (33)

formalnie rownowazne uktadowi rownan

gl(CUl,LUQ,...,xN) — 07 (343-)
92(33173327“'756]\[) — 07 (34b)
gN(CU]_,ZUQ,...,xN) = 0. (340)
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Metoda Newtona

Rozwijajgc funkcje g w szereg Taylora do pierwszego rzedu otrzymamy

g(x + o0x) ~ g(x) + Jox, (35)
gdzie J jest jakobianem funkcji g:

0g;
Tjlx
Jaki krok dx musimy wykonac¢, aby znalez¢ sie w punkcie spetniajgcym réwnanie
33)? Zadamy aby g(x + §x) = 0, skad otrzymujemy

ox = —J lg(x). (37)
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Prowadzi to do nastepujgcej iteraciji:

X1 = X — I H(xp) (X - (38)

Oczywiscie zapis z = J~1g nalezy rozumie¢ w ten sposdb, ze z spetnia réwna-
nie Jz = g. Nie nalezy konstruowac jawnej odwrotnosci jakobianu.

Uwaga: W metodzie (38) jakobian trzeba oblicza¢ w kazdym kroku. Oznacza to,
ze w kazdym kroku trzeba rozwigzywac inny uktad réwnan liniowych, co czyni
metode dosC kosztowng, zwtaszcza jesli NV (wymiar problemu) jest znaczne.
Czesto dla przyspieszenia obliczen macierz J zmieniamy nie co krok, ale co
kilka krokow — pozwala to uzy¢ tej samej faktoryzacji J do rozwigzania kilku
kolejnych rownan Jz = g(x;). Jest to dodatkowe uproszczenie, ale jest ono
bardzo wydajne przy N > 1.
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Metoda Levenberga-Marquardta

Powracamy do zagadnienia minimalizacji funkcji.

Metoda gradientow sprzezonych jest dostosowana do przypadku, w ktorym funk-
cja jest z dobrym przyblizeniem postaci (24), a wiec gdy jesteSmy dostatecznie
blisko poszukiwanego minimum. Jednak daleko od minimum metody te sg po-
wolne — trudno oczekiwac, ze wzory stuszne dla formy kwadratowej beda do-
brze dziata¢ gdy funkcja formg kwadratowg nie jest. Daleko od minimum jest
sens stosowac metode najszybszego spadku. Powinniémy zatem mie¢ metode,
ktdra daleko od minimum zachowuje sie jak najszybszy spadek, blisko zas mini-
mum redukuje sie do metody gradientow sprzezonych.
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Koniecznos¢ formalnego rozwigzywania réwnania Vf = 0O sugeruje uzycie na-
stepujgcego “algorytmu” opartego na metodzie Newtona:

Xi41 =% — HH(x) Vly,
gdzie H oznacza hessjan (macierz drugich pochodnych) minimalizowanej funk-
cji. Daleko od minimum hessjan nie musi by¢ nawet dodatnio okreslony, co
powoduje, iz krok newtonowski wcale nie musi prowadzi¢ do spadku wartosci
funkcji. My jednak chcemy, aby wartos¢ funkcji w kolejnych krokach spadata.
Zmodyfikujmy wiec hessjan:

__ an

H;; = (1+ A)ﬁ—azg ; (393)

__ 02 f

H.. = , 1 B 39b
17 axiaxj i 7] ( )

przy czym A = 0.
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Zauwazmy, ze zachodzi jedna z dwu mozliwych sytuaciji: (i) jesli znajdujemy sie
w basenie atrakcji minimum, wowczas dla odpowiednio duzego A macierz (39
stanie sie dodatnio okreslona lub tez (ii) jesli dla zadnego dodatniego A macierz
39) nie staje sie dodatnio okreslona, znajdujemy sie na monotonicznej gatezi
funkciji, poza basenem atrakcji minimum.

Rozpoczynamy z jakim$ niewielkim X, na przyktad A = \g = 2719 = 1/1024.
Przypusémy, iz aktualnym przyblizeniem minimum jest punkt x;. Dostajemy za-
tem. ..

verte
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Algorytm Levenberga-Marquardta
1. Oblicz Vf(x;).
2. Oblicz H(x;).
3. Oblicz

Xtest — X; — ﬁ_l(Xi)Vf(Xz') .

4. Jezeli f(xtest) > f(x;),t0
(@) A\ — 8\ (mozna tez powiekszac o inny znaczny czynnik).
(b) 1dz do punktu 2|

5. Jezeli f(Xtest) < f(x;), to
(@) A — A\/8 (mozna tez zmniejszac o inny znaczny czynnik).

(b) Xj41 = Xtest-
(c) 1dz do punktu [1].

(40)
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Komentarz

Dodatkowo, jesli A > Amax > 1, uznajemy, iz znajdujemy sie poza basenem
atrakcji minimum i algorytm zawodzi. Jesli natomiast A\ < Aqin < 1, macierz

H jest w praktyce réwna hessjanowi, a zatem modyfikacja

39

przestaje by¢

potrzebna. Mozemy wowczas przerzuci¢ sie na metode gradientow sprzezonych
lub metode zmiennej metryki aby wykorzystac ich szybkg zbiezno$¢ w poblizu

minimum, gdzie funkcja ma postac¢ (24).

Ponadto w celu przyspieszenia obliczen, jezeli f(xiest) < f(x;), mozemy chwi-
lowo zrezygnowac ze zmniejszania X i modyfikowania H i przeprowadzi¢ kilka
krokOw z tg sama macierzg, a wiec korzystajgc z tej samej faktoryzacji.

2. Metoda gradientéw sprzezonych. Minimalizacja. Réwnania algebraiczne.
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Zauwazmy, iz przypadek A > 1 oznacza, iz jesteéSmy daleko od minimum. Z dru-
giej strony jesli A > 1, macierz H staje sie w praktyce diagonalna, a zatem

2 —1 2 —1 2 —1
Xtest =~ X; — (1—|—)\)1d|ag{(af> , <ﬁ> y oo e <a f> }Vf(XZ)

(%U% (933'% 833]2\,
~ x; — const Vf(x;), (41)

o ile drugie pochodne czgstkowe w poszczegolnych kierunkach nie roznig sie
znacznie od siebie. Widac, iz daleko od minimum, gdzie warunek zachowu-
jacy raz osiggniete minima kierunkowe nie zachodzi, algorytm Levenberga-Mar-
quardta zachowuje sie prawie jak metoda najszybszego spadku.
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Rozwiazywanie rownan nieliniowych a minimalizacja

Wracamy do problemu rozwigzywania rownan algebraicznych, danego réwna-
niem (33):

g(x) =0.

Zaproponowana powyze] metoda Newtona czasami zawodzi @. Poniewaz roz-
wigzywanie rownan algebraicznych jest “trudne”, natomiast minimalizacja jest
“tatwa”, niektdrzy sktonni sg rozwazaé funkcje G:RY — R

GO =5 691 = 5 (6 () (42)

| szuka¢ jej minimum zamiast rozwigzywac (33). Globalne minimum G = O
odpowiada co prawda rozwigzaniu (33), jednak G moze mie¢ wiele miniméw
lokalnych, nie mamy takze gwarancji, ze globalne minimum G = O istnieje. Nie
jest to wiec dobry pomyst.
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Metoda globalnie zbiezna

Rozwigzaniem jest potgczenie idei minimalizacji funkcji

Przypuscémy, iz chcemy rozwigzywaé réwnanie
racji wynosi

33

42) i metody Newtona.
metodg Newtona. Krok ite-

ox = —-J g (43)
Z drugiej strony mamy
oG 1 8gj (993
— Iy ) = T 44
oz, 5 z]: (8:152-9‘7 + g oz, Z]: 719 (44)
azatem VG = Jlg.
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Jak zmienia sie funkcja G (42) po wykonaniu kroku Newtona (43)?

(Va)'ox =g"J (-3 1) g=-glg <0, (45)

a zatem kierunek kroku Newtona jest lokalnym kierunkiem spadku . Jednak
przesunigecie sie o petng dtugos¢ kroku Newtona nie musi prowadzi¢ do spadku
G. Postepujemy wobec tego jak nastepuje:
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1. w = 1. Oblicz §x.

2. Xtest = X; + w IX.

3. Jesli G(xtest) < G(x;), t0
(@) X;4+1 = Xtest
(b) gotolf

4. Jesli G(xtest) > G(x;), 10
(@) w— w/2
(b) gotol?

Jest to zatem forma tfumionej
(damped) metody Newtona.

Zamiast potowienia kroku, mozna
uzywac innych strategii poszukiwania
w prowadzacych do zmniejszenia sie
wartosci G.

Jesli wartos¢ w spadnie ponizej
pewnego akceptowalnego progu,
obliczenia nalezy przerwaé, jednak
gwarantuje, ze istnieje takie w, iz
w ox prowadzi do zmniejszenia sie G.
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Bardzo wazna uwaga

Wszystkie przedstawione tu metody wymagajg znajomosci

analitycznych wzorow na pochodne odpowiednich funkgji.

Uzywanie powyzszych metod w sytuacji, w ktérych pochodne

nalezy aproksymowac numerycznie, na ogot nie ma sensu.
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Wielowymiarowa metoda siecznych — metoda Broydena

Niekiedy analityczne wzory na pochodne sg nieznane, niekiedy samo obliczanie
jakobianu, wymagajace obliczenia N2 pochodnych czastkowych, jest numerycz-
nie zbyt kosztowne. W takich sytuacjach czasami uzywa sie metody zwane;
niezbyt Scisle “wielowymiarowg metodg siecznych”. Podobnie jak w przypadku
jednowymiarowym, gdzie pochodng zastepuje sie ilorazem réznicowym

o (2i41) ~ g(z;41) — g(z;) | (46)

Ti+1 — T4

jakobian w kroku Newtona zastepujemy wyrazeniem przyblizonym: Zamiast
Jox = —g(x) bierzemy B Ax = —Ag. Macierz B jest przyblizeniem jako-
bianu, poprawianym w kazdym kroku iteracji. Otrzymujemy zatem

2. Metoda gradientéw sprzezonych. Minimalizacja. Réwnania algebraiczne. 52



xit1 = x; — By tg(x), (47)
natomiast poprawki B obliczamy jako
(Ag; — B;AX;) (Ax;)!
(AX@)T AXZ'
gdzie Ax; = x;41—X;, Ag; = g(x;41)—g(x;). Poniewaz poprawka do B; ma
postac iloczynu diadycznego dwu wektordéw, B,L.__I}l mozna oblicza¢ korzystajgc
ze wzoru Shermana-Morrisona.

Bi1+1=B;+ : (48)

Metoda ta wymaga inicjalizacji poprzez podanie B oraz wektora x1. To drugie
nie jest niczym dziwnym; co do pierwszego, jesli to tylko mozliwe, mozna przyjac
B1 — J(Xl).
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