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Podstawowe fakty

e Rbéwnanie
Ax=b, x,beRV AcRVN (1)
ma jednoznaczne rozwigzanie gdy det A # O.

e W praktyce numerycznej nigdy nie rozwigzuje sie uktadu (1) “metodg wy-
znacznikowg”, bo jest ona niestychanie kosztowna.

e Koszt numeryczny metod doktadnych ~ O(N3) dla macierzy petnych,
(znacznie) mniej dla macierzy rzadkich.

e Nalezy unikaé jawnego obliczania odwrotnosci A1, tym bardziej, ze jest to
konieczno$é egzotyczna. Dlatego zawsze zapis typu x = A~ 1b rozumieé
bedziemy w ten sposdb, ze x spetnia réwnanie (1).
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Metody dokladne

e Eliminacja Gaussa, koniecznie z wyborem elementu podstawowego (“pivo-
tingiem”), cze$ciowym lub petnym.

e Rozktad LU: A = LU, gdzie L jest tréjkgtna dolna, U tréjkatna gorna, ko-
niecznie z czesciowym wyborem elementu podstawowego (algorytm
Crouta) — zalecana metoda dla niewielkich macierzy dobrze uwarunkowa-
nych, bez jakich$ szczegodlnych symetrii. Koszt numeryczny rozktadu LU
wynosi O(N3).

e Jesli mamy rozktad LU A = LU, rownanie (1) rozwigzujemy jako

Uy = b (2a)
Lx = y (2b)
Rownanie (2a) rozwigzujemy zaczynajac od ostatniego wiersza idgc do gory
(backsubstitution), réwnanie (2b) rozwigzujemy zaczynajgc od pierwszego

wiersza idgc w doét (forward substitution) — w ten sposob za kazdym razem
rozwigzujemy rownanie z jedng niewiadoma.
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Rozkiad Cholesky’ego

Jezeli macierz A jest symetryczna i dodatnio okreslona, zamiast rozktadu LU
mozna (i nalezy) uzywaé rozktadu Cholesky’ego: A = LL?, gdzie L jest tréj-
katna dolna. Koszt rozktadu Cholesky’ego jest mniej wiecej o potowe mniejszy
od kosztu rozktadu LU.

Wersja Gaxpy:
for ;,=1:n
ifj > 1

A in,j) =A@ 1 n,j) —AG n, 15— 1AG, 15— 1)T

end
A(Gin,3) = A@G in,j)/\AG, )

end
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Wersja Outer product:
for k=1:n
A(k, k) =/ A(k, k)
A(k+1:n,k)=A(k+1:n,k)/A(k, k)
for;=Lt+1:n
end
end

Uwagi:
e Przy rozktadzie mozna nadpisywaé macierz
e Nie da sie robi¢ pivotingu
e Jesli A pasmowa, takze L jest pasmowa, o takiej samej szerokosci pasma
e Jesli wewngtrz pasma wystepujg dziury w A, w L. mogg one by¢ wypetnione.
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Norma macierzy

Niech || - || oznacza norme w przestrzeni R*:

Definicja: Niech A € RY*¥ bedzie operatorem liniowym nad przestrzenig R*.
Wielkosé

A
1A = sup |AX]|
[x][0 ][]

nazywam normg macierzy A indukowang przez norme wektorow.
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Po prawej stronie powyzszego wyrazenia wystepuje horma wektorow; to ttuma-
czy zastosowanie przymiotnika “indukowana”.

Obserwacja. Widac¢, iz

|A]l = sup [|Ax]|. (3b)

[x[|=1
Twierdzenie 1. Norma indukowana jest normg w przestrzeni operatorow linio-
wych nad RNV
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Definicja. Niech A € RV*N jdet A % 0. Wielko$é
o= AT ]A] 0

nazywam wspofczynnikiem uwarunkowania macierzy A. Jezeli detA = O,
przyjmuje x = oo.

Twierdzenie 2. Niech A € RV*N pedzie macierza symetryczna, A = AT,
i niech liczby {\;}1¥Y_, beda jej wartosciami wiasnymi. Jezeli det A # 0, wspot-
czynnik uwarunkowania tej macierzy spetnia

max |A;|
1

— , 3
"7 min Al ®
1
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Dowod. W celu udowodnienia tego twierdzenia obliczmy norme macierzy A.
Poniewaz jest to macierz symetryczna i rzeczywista, jej wartosci wtasne sg
rzeczywiste, natomiast jej unormowane wektory wiasne tworza baze w RYV.
Oznaczmy przez y; jej i-ty wektor wiasny, Ay, = \;y;. Kazdy wektor x € RV,
|x|| = 1, mozna przedstawiC jako kombinacje liniowg

N
L — Z Gy, (6)
1=1

przy czym warunek unormowania prowadzi do nastepujgce wiezu na wspotczyn-
niki te] kombinaciji:

Z ozi2=1. (7)
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Obliczmy teraz

, N 2 N 2
[Ax[]© = ||A ) oy; > a;Ay;
i=1 i—l
Al 2 _ 2,2 2
< Z i Ayl Z i\ Z a max>\
1=1 ' =1
N 2
= maxA? Y of = (max|x) 8)
¢ i=1 ¢
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Widzimy zatem, iz Vx € RY, ||x||2 = 1, zachodzi ||Ax| < max|);|, a zatem
1
na mocy definicji (3) ||A|| = max|\;|.
1

Poniewaz det A # 0, macierz A~ 1 istnieje, jest symetryczna i rzeczywista, a jej

wartosciami wtasnymi sg liczby {1/)\7;}7];\7:1. Zupetnie analogicznie dowodzimy,

iz ||A7L| = max(1/|\]) =1/ (mjn |>\,L-|), skad natychmiast wynika teza (5).
7 1

[]
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Singular Value Decomposition

Twierdzenie 3. Dla kazdej macierzy A € RM*N N > N, istnieje rozktad
A = U [diag(w;)] V', 9)

gdzie U € RMXN jest macierza kolumnowo ortogonalng, V. € RN*N jest ma-
clierzg ortogonalng oraz w; € R, i = 1,...,N. Rozkfad ten nazywamy roz-
ktadem wzgledem wartosci osobliwych (Singular Value Decomposition, SVD).
Jezell M = N, macierz U Jest macierzg ortogonalnag.
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Jadro i zasieg operatora

Niech A € RM*N_ Jadrem operatora A nazywam

KerA = {x e RY : Ax =0}. (10)

Zasiegiem operatora A nazywam

Range A = {y e RM : 3x e RV : Ax =y}. (11)

Jadro i zasieg operatora sg przestrzeniami liniowymi. Jesli M = N < oo,
dim (Ker A) 4+ dim (Range A) = N.
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Sens SVD

Sens SVD najlepiej wida¢ w przypadku, w ktérym co najmniej jedna z wartosci w; = 0. Dla
ustalenia uwagi przyjmijmy wi; = 0, w;«1 # O.

Po pierwsze, co to jest z = [z1, 2o, ..., z:]7 = VIx? Poniewaz V jest macierzg ortogonalna, z
jest rozktadem wektora x w bazie kolumn macierzy V. Korzystajac z (9), dostajemy

0

w222

Ax = U [diag(w;)] VIx = U [diag(0, wo, ..., wy)]z=TU (12)

WNZN

Wynikiem ostatniego mnozenia bedzie pewien wektor z przestrzeni RM. Poniewaz pierwszym
elementem wektora [0, woz22, . .., wnzn]? jest zero, wynik ten nie zalezy od pierwszej kolumny
macierzy U. Widzimy zatem, ze kolumny macierzy U, odpowiadajgce niezerowym wspotczyn-
nikom w;, stanowig baze w zasiegu operatora A.

Co by zas sie stato, gdyby x byt rownolegly do wektora stanowigcego pierwszg kolumne V?
Wéwczas z = 0, a wobec tego Ax = 0. Ostatecznie wiec widzimy, ze kolumny macierzy V,
odpowiadajgce zerowym wspotczynnikom w;, stanowig baze w jgdrze operatora A.

1. Uktady réwnan liniowych 14



SVD i odwrotnos$¢ macierzy

N

Niech A € RV*N, Zauwazmy, ze |det A| = ][ w;, a zatem det A = 0 wtedy i tylko wtedy,
1=1

gdy co najmniej jeden w; = 0. Niech det A # 0. Wéwczas réwnanie Ax = b ma rozwigzanie

postaci
x = A~'b =V [diag(w; )| U'b. (13)

Niech teraz det A = 0. Rbéwnanie Ax = b fakZze ma rozwigzanie, o ile tylko b € Range A.
Rozwigzanie to dane jest wzorem

x = A~'b =V [diag(@; )| U'b. (14a)
gdzie
-1 '
0 gdy w; = 0.
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SVD i wspotczynnik uwarunkowania

Twierdzenie 4. JezZeli macierz A ¢ RVN*YN posiada rozktad (9) oraz det A #~ 0, jej wspdtczynnik
uwarunkowania spetnia

max |w;| 15)

K= ——.
min |w;|
1

Jesli macierz jest Zle uwarunkowana, ale formalnie odwracalna, numeryczne rozwigzanie row-
nania Ax = b moze by¢ zdominowane przez wzmocniony btgd zaokrgglenia. Aby tego unikngg,
czesto zamiast (bezuzytecznego!) rozwigzania doktadnego (13), uzywa sie przyblizonego (i uzy-
tecznego!) rozwigzania w postaci (14) z nastepujgcg modyfikacjg
. {wi_l gdy |w;| > T, (16)
¢ 0 gdy |w;| < 7,

gdzie T jest pewng zadang tolerancja.
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Metody iteracyjne

W metodach doktadnych otrzymane rozwigzanie jest doktadne z doktadnoscig
do bteddw zaokraglenia, ktére, dodajmy, dla uktadow zle uwarunkowanych moga
by¢ znaczne.

W metodach iteracyjnych rozwigzanie doktadne otrzymuje sie, teoretycznie,
W granicy nieskonczenie wielu krokow — w praktyce liczymy na to, ze po skon-
czonej (i niewielkigj) ilosci krokdéw zblizymy sie do wyniku $cistego w granicach
btedu zaokraglenia.
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Rozpatrzmy uktad rownan:

a11z1 +a12x2 +a13x3 = by (17a)
as1x1 + axpxp + axzrz = by (17b)
a3121 + az2x2 +a33zrz = b3 (17¢)
Przepiszmy ten uktad w postaci
r1 = (b1 —a1pw2 —ay13w3)/a11 (18a)
ro = (bp—az1x1 —az3r3)/asn (18b)
r3 = (b3 —az1r1 — azpw2)/azz (18c)

Gdyby po prawej stronie (18) byty “stare” elementy x;, a po lewej “nowe”, dosta-
liboySmy metode iteracyjng
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(k1) ' W N~ )
j=1 j=it1

Gorny indeks z(¥) oznacza, ze jest to przyblizenie w k-tym kroku. Jest to tak

zwana metoda Jacobiego.

Zauwazmy, ze w metodzie (19) nie wykorzystuje sie najnowszych przyblizen: Po-
wiedzmy, obliczajac x2k+1) korzystamy z xi°/, mimo iz znane jest juz

wowczas chk_l_l). (Za to metode te tatwo mozna zrownolegli¢.) Sugeruje to

nastepujgce ulepszenie:
—1

k+1 ; k+1 ol k

j=1 j=i+1
Jest to tak zwana metoda Gaussa-Seidela.
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Jezeli macierz A = {a;;} jest rzadka, obie te metody iteracyjne beda efektywne
tylko i wytgcznie wowczas, gdy we wzorach (19), (20) uwzgledni sig ich strukture,
to jest uniknie redundantnych mnozen przez zera.
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Troche teorii

Metody Jacobiego i Gaussa-Seidela nalezg do ogdlnej kategorii
Mx(F+1) = Nx(F) 4 p (21)

gdzie A = M — N jest podziatem (splitting) macierzy. Dla metody Jacobiego
M = D (czes¢ diagonalna), N = —(L + U) (czesci pod- i ponaddiagonalne,
bez przekatnej). Dla metody Gaussa-Seidela M = D + L, N = —U. Rozwig-
zanie rownania Ax = b jest punktem statym iteracji (21).
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Definicja Promieniem spektralnym (diagonalizowalnej) macierzy G nazywam

p(G) = max{|A| : Jy #0: Gy = Ay} (22)
Twierdzenie 5. lteracja (21) jest zbiezna jesli det M # 0 oraz p(M~1N) < 1.

Dowod. Przy tych zatozeniach iteracja (21) jest odwzorowaniem zwezajgcym.
]

Twierdzenie 6. Metoda Jacobiego jest zbiezna jesli macierz A jest silnie diago-
nalnie dominujgca.

Twierdzenie 7. Metoda Gaussa-Seidela jest zbiezna jesli macierz A jest symet-
ryczna i dodatnio okreslona.
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Przyktad

Rozwigzujemy uktad réwnan:

3r + y + =z 1
x + 3y —+ z 1
r —+ y + 3=z 1

”Xn'xn-lll

T T T ]
Metoda Jacobiego —+— |

Metoda Gaussa-Seidela —x—

I
5

I
10

I
15

1 1 1 1
20 25 30 35
nr iteracji, n

40
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SOR

Jedli p(M~IN) w metodzie Gaussa-Seidela jest bliskie jednosci, zbieznosé
metody jest bardzo wolna. Mozna prébowac jg poprawic:

1—1
x§k+1) W (bi_ S aa (k1) Z - )/aiﬁ_(l _w)ngk)7

(23)

gdzie w € R jest parametrem relaksacji. Metoda ta zwana jest succesive over-
relaxation, SOR. W postaci macierzowej

MpxFTD) = Nx(*) 4 whb (24)

My =D + wL, Ny = (1 — w)D — wU. Teoretycznie nalezy dobrac takie w,
aby zminimalizowaé p(M 1 Ny,).
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