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Motywacja

Metody wielokrokowe sg starsze i bardziej popularne od metod Rugego-Kutty.
Sg tez prostsze w tym sensie, ze nie wymagaja (czesto zmudnych) obliczen
prawej strony (pochodnej) w ,niepotrzebnych” punktach posrednich — korzystajg
wytgcznie z wartosci obliczonych w ,potrzebnych” punktach, czyli w punktach,
w ktorych chcielismy uzyskac rozwigzanie. Jawne metody Adamsa wymagajg
tylko jednego obliczenia prawej strony na krok.

Wyrdznia sie trzy podstawowe typy metod wielokrokowych:
1. Jawne metody Adamsa-Bashfortha,
2. Niejawne metody Adamsa-Moultona,
3. Niejawne metody BDF dla problemow sztywnych.
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Metody Adamsa — ogolne sformutowanie

Rozwazamy problem Cauchy’ego

dy

o —f

. (z,y),
y(z) =yo.

Rozwigzanie ma postac

In41

y@np1) =yn+ [ foy(@)ds.

8. Metody wielokrokowe. Metody Verleta



Klasyczne metody Adamsa polegajg na zastgpieniu f(xz, y(x)) w (2) przez wzor
ekstrapolacyjny (Bashforth) lub interpolacyjny (Moulton) z weztami interpolacji
odlegtymi o krok catkowania, h, i scatkowaniu tego wzoru. Celem takiego poste-
powania, podobnie jak w metodach Rungego-Kutty, jest uwzglednienie zmien-
nosci pochodnej w obrebie kroku catkowania. Zauwazmy, ze wynik catkowania
wielomianu interpolacyjnego nie zaleZy od wartosci funkcji — wartosci f(x;, y;)
wchodzg jako ,ustalone” wartosci interpolowanej funkcji w weztach.

k-krokowe metody Adamsa:

k
Adams-Bashforth: y, ., = y,+h > Bitp+1-; + O(RFT1y, (3)
=1
k—1
Adams-Moulton: y, 1 = y,+h Y Bif,11_;+ORThH. (4)
J=0
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Przyktad - wyprowadzenie trzykrokowej metody Adamsa-Bashfortha

Funkcje podcatkowg w (2) przyblizam poprzez ekstrapolacje wielomianowg
z trzech ostatnio obliczonych punktéw, odlegtych od siebie o h:

(z—z, 1)(x—=x,)
(xn—Q o xn—l)(xn—Q o mn)

f(z,y(x)) ~ fextr(z) = f,_o

(x —z,_5)(x—=z,) (x—z, >)(x—x, 1)
f
+( —1 — Ip— 2)(£U —1 Ty ) n 1+ (xn_xn—Q)(xn_xn—l) "
2h2(w—:1: + h)(x —z,)f, 2——(:15—:13 + 2h)(z —x,)f, 1
2h2(az—a: + 2h)(z — x,, + h)f, . (5)
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Nastepnie

In+1 Ln+1

1
[ tey@dex [ fote)ds = 5512 / (= + h)zdz
In
h
ot [GA2mzde /(z+2h)(z+h)dz
0
1 5 g5 1 4 4 23
212 g2~ g2 3+ g G,
h
= (23f, — 16f, 1 +5f, 5). (6)

Prosze to porbwnac z wyrazeniem (7c) ponize;.
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ldea konstrukcji metod Adamsa:
rysunek nie jest wierny, jako ze pochodnej w punkcie x,, 1 nie oblicza sie za
pomoca prostej interpolacji/ekstrapolacji

L. T
metoda niejawna
metoda jawna

f

n+1 impl|

A1 expl

=y'(x,)

f(x,)

n Xn+1
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Metody Adamsa-Bashfortha (jawne)

Yni1 = Yn+ hf, +O0(R?) (7a)
Yo+l = Yo+ 5 (36, — £, 1) + 00 (7b)
Ynt1 = Yo+ 15 (23f, —16f, 1 +5f, o) + O(h*) (7¢)
Ynt1 = Yo+ oy (55f, —59f, 1 +37f, 5 —9f, 3)+O0(h®) (7d)
Ynt1 = Yo+ 7hg (1901f, — 2774f, ; +2616f, , — 1274f, ;

+ 251fn_4) + O0(h®) (7¢e)
Y1 = Yn -+ 1aug (4277F, — 7923f, | 4 2616f, 5 — 7298f, ;

+ 2877f, 4 — 475f, 5) + O(h") (7)
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Metody Adamsa-Moultona (niejawne)

Yn+41
Yn+1
Yn+1
Yn+41
Yn+1

Yn+1

= y,+hf, 1+ 03 (8a)
= Yo+ 5 (fp1+1,) + 003 (8b)
Yo+ 15 (5041 +8f, —£,_1) + O(h*) (8¢)
Yo+ ag (9f, 41 +19F, = 5f,_ 1 + £, o) + O(h®) (8d)

h
Yn + 745 (251,41 + 646f, — 264f, | + 106f, , — 19f, 3)

+ O(h®) (8e)
Yo+ 1a40 (475,41 + 1427, — 798f, ; +482f, ,
—173f,_ 5+ 27fn_4> + O(r") (8f)
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Metody BDF, Backward Differentiation Formula (niejawne)
Dla uktadéw sztywnych, pochodna obliczana tylko w prawym krancu przedziatu.

Ynt1 = ¥Yn+ b1+ O0(2) (9a)
Yni1 = 3 (4yn — yn_1) + 2hf, 1 + O(h3) (9b)
Yot1 = 11 (18Yn = 9¥n_ 1+ 2y, 2) + Fhfup1 + O (9c)
Ynt1 = 25 (48y, — 36y, 1+ 16y, o— 3y, 3)+ 32hf, 11

+0(h%) (9d)
Ynt1 = 157 (300y, — 300y, ; + 200y, 5— 75y, 3+ 12y, 4)

+ 137hf, 41+ O(h®) (%)
Yot1 = 147 (360y, — 450y, 1 + 400y, o — 225y, 3+ 72y, 4

— 10y,,_s5) + ZFhft1 + O(RT) (9f)
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Podane wyzej metody sg wszystkimi metodami wielokrokowymi o statym kroku,
opartymi o interpolacje/ekstrapolacje wielomianows.

Zgodnosc metod Adamsa jest oczywista.
Zgodnos¢ metod BDF tez, po prostych rachunkach, okazuje sie by¢ oczywista.

Dla przyktadu, dla drugiej z metod BDF otrzymujemy

3yn+1h_ Yn _ Yn _hyn—l _ 2fn+1 . (10)
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Stabilnos¢ metod wielokrokowych

Stabilno$¢ metod wielokrokowych bada sie nieco inaczej niz stabilno$¢ metod
jednokrokowych typu metod Rungego-Kutty. Dla przyktadu pokazemy jak badac¢
stabilnos¢ k-krokowej jawnej metody Adamsa-Bashfortha; stabilno$¢ niejawnych
metod Adamsa-Moultona i BDF bada sie zupetnie podobnie.

Rozwazmy réwnanie (3), w ktorym wszystkie y; zostaty zaburzone: y; — y;+¢;.
Mamy

k
Yn—|—1+€n—|-1 = Yntenth Z ij (xn—|—1—j7Yn—|—1—j + En—l—l—j)

=1
i of
~ yn—|-€n+h Z B] fn—l—l—j_I_ 8— €n—|—1—j (11)
j=1 Yint+1—j
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Wszystkie k jakobiany w réwnaniu (11) oblicza sie w réznych punktach. Jesli
jednak krok h jest maty, mozemy przyjac, ze w przyblizeniu sg one sobie réwne,
podobnie jak to robilismy przy analizie stabilnosci metod Rungego-Kutty. (Za-
lozenie to nie jest spetnione w miejscach, w ktérych funkcja zmienia sie bardzo
gwattownie.) Wobec czego przechodzimy do reprezentaciji, w ktérej jakobian jest
diagonalny — zastepujemy jakobian of /0y jego wartoscig wtasng A, natomiast
btedy e; zastepujemy odpowiednig sktadowg ¢;. Formalnie rzecz biorgc, ana-
lize takg trzeba powtdrzy¢ dla wszystkich A\ i odpowiadajgcych im sktadowych
bteddw, okaze sig jednak, ze nie jest to konieczne.

Z rownania (11) otrzymujemy zatem

Ent+1 = €n + hAB1en + hABoen—1 + -+ + hABren4 1k - (12)
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Macierz wzmocnienia

Oznaczmy hA = z. Réwnanie (12) mozemy przepisa¢ w postaci macierzowe;

czyli

En+1

é%+&

14612 Bz B3z

1 O O

O 1 O
0 O O
Geén

Br—12 Bz
0 0
O O
1 0

En |

En—1

En—2

En+1-k |
(13a)
(13b)

Zwracam uwage, ze €, z rownania (11) i &, z rébwnania (13b) to sg zupetnie
rozne wektory. Badanie stabilnosci metody (3) sprowadza sige teraz do znalezie-

nia wartosci wkasnych macierzy wzmocnienia G.
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Wartosci wtasne macierzy wzmochnienia

Oznaczmy W, = det(G — gl). Rozwijajgc wzgledem ostatniej kolumny (patrz
(13a)) otrzymujemy

1 —g O 0
O 1 —g 0]
W,=—gW,_ 1+ (=1)*T18.2det|0 0 1 0 (14)
0 0 O 1

Wyznacznik macierzy wypisanej jawnie w rownaniu (14) wynosi 1. Postepowa-
nie to tatwo iterowaé. Ostatecznie otrzymujemy nastepujgce rownanie charakte-
rystyczne dla macierzy wzmocnienia (uwaga: zmienng jest g):
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9" — (1 +261)g" "t —2609"% — - — 28,_19— 26, = 0. (15)

Metoda Adamsa-Bashfortha rzedu k jest stabilna je$li wszystkie pierwiastki row-
nania (19) lezg wewngitrz okregu jednostkowego. Ogot takich z, dla ktérych
pierwiastki (15) lezg wewnatrz okregu jednostkowego, nazywam obszarem sta-
bilnosci metody. Zauwazmy, ze analizujgc obszar stabilnosci, uwalniamy sie
niejako od réwnania rézniczkowego, obecnego tu formalnie tylko poprzez warto-
Sci wtasne jakobianu, a skupiamy sie na samej metodzie, podobnie jak to byto
dla metod Rungego-Kutty.

Wyprowadzenie réwnan opisujgcych stabilnos¢ niejawnych metod Adamsa-
Moultona i BDF przebiega w sposob analogiczny.
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e Obszar stabilnosci metod Adamsa-Bashfortha maleje wraz ze wzrostem
rzedu metody.

e Dwie pierwsze metody Adamsa-Moultona sg A-stabilne, obszary stabilnosci
pozostatych malejg wraz ze wzrostem rzedu metody.

e Metody BDF sg stabilne poza pewnym obszarem ograniczonym, ktory ro-
Snie wraz ze wzrostem rzedu metody.

e Zadna metoda wielokrokowa oparta o interpolacje/ekstrapolacje wielomia-
nowg z k > 6 nie jest stabilna!

e Mozna konstruowaé stabilne metody wielokrokowe wyzszych rzedow, ale
dla nich nie obowigzuje juz paradygmat ekstrapolowania pochodne] na
podstawie zachowania w poprzednich weztach — nie sg to wiec metody
Adamsa.
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Zaledy metod wielokrokowych

© Koncepcyjna prostota, tatwo$¢ zaimplementowania.

© Szybkoé¢ (zwtaszcza dla metod jawnych).

© Uzyskanie wysokiego rzedu jest obliczeniowo tanie.

© Popularnos¢, bardzo duza ilos¢ gotowych koddw.

Wady metod wielokrokowych

@ Wymagajg inicjalizaciji.
® Majg kiepskie wltasnosci stabilnosci.

® Ktopotliwa zmiana kroku.

8. Metody wielokrokowe. Metody Verleta
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Metody predyktor-korektor (predictor-corrector)

Jesli problem nie jest sztywny, bardzo czesto pewng jawng metode Adamsa-
Bashfortha (7) stosuje sie jednoczes$nie z niejawng metodg Adamsa-Moultona
(8) o tym samym rzedzie. Za pomocg metody jawnej przewiduje sie rozwigza-
nie, ktére potem poprawia sie za pomocg metody niejawnej. Mozna to dalej
powtarzac, poprawiajgc poprawione*. Uzyskana metoda jest oczywiscie jawna
— unika sie rozwigzywania uktadu réwnan algebraicznych, na ogét nieliniowych.

Metody predyktor-korektor sg bardzo popularne’ — w praktycznych zastosowa-
niach metody Adamsa wystepujg prawie wytgcznie w tym zestawieniu.

*Vide grabit’ nagrabljennoje.

TAle jaich nie lubie ®
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Przyktad:

Ynt1 = Yo+ 50 (3f,—f, 1), (16a)
Yot1 = Yn+ 5h (F@np1,Fng1) +5,) (16b)
fn—l—l = f($n+1,yn+1)- (16C)

Niekiedy krok korektora powtarza sie (iteruje) w celu uzyskania samouzgodnio-
nego (self-consistent) rozwigzania nieliniowego rownania algebraicznego. Na
ogot jednak dokonuije sig tylko jednego lub dwdch krokow korektora.
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Metody Verleta — motywacja

Poniewaz klasyczne réwnania ruchu (réwnania Newtona) majg posta¢ rownan
rozniczkowych drugiego rzedu, w praktyce bardzo wazna jest umiejetno$¢ nu-

merycznego rozwigzywania rownan postaci m;x; = F¥;,i = 1,2,..., N, czyli
d?x
—— = a(t,x(t)), 17
—> = alt,x(1)) (17)

gdzie x,a € R3N, N jest ilodcia czastek*. Rédwnanie tej postaci mozna tatwo
przeksztatci¢ do uktadu réwnan pierwszego rzedu, ale szczegodlnie efektywne
powinny by¢ metody ,od razu” dostosowane do réwnan rzedu drugiego.

INiekiedy ruch jest z przyczyn fizycznych ograniczony do przypadku dwu- lub jednowymia-
rowego. Wowczas zamiast 3N w (17) mamy odpowiednio 2N lub V.

8. Metody wielokrokowe. Metody Verleta 21



Pewien bardzo zty algorytm

Rownanie (17) rozwigzujemy z pewnym statym i niewielkim krokiem h. Naiwne
rozumowanie moze doprowadzi¢ do wniosku, ze dla odpowiednio matych h, sita
— a wiec i przyspieszenie, czyli prawa strona rownania (17) — nie zmienia sie,
a wiec uktad w ciggu jednego kroku zachowuije sie tak, jakby byt uktadem jedno-
stajnie przyspieszonym. Wobec tego

Xn4-1 xn + vnh + 3anh?, (18a)
gdzie vn, an 3, odpowiednio, predkoscig i sitg obliczang w chwili ¢,,. Rownanie

(18a) jest, w gruncie rzeczy, rozwinieciem Taylora x(¢, + h), nie jest zatem
dziwne, ze algorytm (18) jest zgodny z rownaniem (17). Mozna to jednak takze
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pokaza¢ w nieco inny sposéb: Odejmijmy stronami rownanie (18a) i to samo
rownanie cofniete o jeden krok w czasie. Dostaniemy
Xn+1 — Xn = Xn — Xp—1 + (vn — Vn—l)h + %(an - an—l)h2 : (19)
Z rdbwnania (18b) dostajemy
Vn — V1 — an_lh. (20)
Po podstawieniu do (19) | po uporzgdkowaniu dostajemy

Xn+4+1"%Xn . Xn~Xp—1

h h
h

W granicy h — 071 odtwarzamy réwnanie (17).

= L(an +a,_1). (21)
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Jesli przyspieszenie w (17) nie zalezy od predkosci, macierz wzmocnienia dla
metody (18) ma postaé

(22)

172
a_ [1+3Ir2 h
Jh 1|

gdzie J;; = Oa; /6xj‘t jest Jakobianem przyspieszen po potozeniach. Widac,
iz metoda (18) moze mie¢ bardzo powazne problemy ze stabilnoscia.
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Klasyczny algorytm Verleta

Sprobujmy wyprowadzi¢ metode catkowania rownania (17) w sposéb bardzigj
systematyczny. Zaktadamy, ze przyspieszenia nie zalezg od predkosci. Doko-
nujemy nastepujgcych rozwinie€ w szereg Taylora:

dx 1 d?x 1 d3x
tn+h) = x(t —| h4+=— ———| r34+0(h*)23a
dx 1 d?x 1 d3x
tn—h) = tn) — —| h+—-—= — 222 B34+ oM@3b
X( n ) X( n) di . > dt2 . 6 dt3 . + ( )( )
Po dodaniu rownan (23) stronami i uporzgdkowaniu wyrazéw otrzymujemy
Xp41 = 2Xn — X1 + anh? + O(h*). (24)

Algorytm (24) zwany jest metodg (algorytmem) Verleta (Verlet 1967).
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Zauwazmy, iz metoda Verleta jest metodg wielokrokowg — do obliczenia przy-
sztej wartosci x potrzebna jest znajomo$¢ obecnej oraz poprzedniej wartosci x.

W celu pokazania, iz algorytm Verleta jest zgodny z réwnaniem (17), przeksztat-
camy rownanie (24) do postaci

h h — a,. (25)

| znéw, w granicy h — 0T odtwarzamy réwnanie (17).

8. Metody wielokrokowe. Metody Verleta 26



Z uwagi na to, ze jest to metoda wielokrokowa, stabilnos¢ algorytmu Verleta bada
sie nieco inaczej niz stabilno$¢ dotad poznanych algorytmdéw. Dla uproszczenia
notacji przyjmijmy na chwile, iz interesuje nas wytgcznie przypadek jednowymia-
rowy. Propagacja btedu opisana jest wowczas rownaniem

ent1 = 2+ Nen —en_1, (26)
gdzie A = da/dzx|; h2. Réwnanie (26) mozemy przedstawié w postaci®
Ent1 | _ En _ 24+ -1 En
i e Y g el | Y B

SWielokrokowa propagacja btedu jest jednokrokowa w przestrzeni o odpowiednio wiekszej iloSci
wymiarow!
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Widac¢ zatem, iz algorytm Verleta jest stabilny, jezeli

|gi|:%‘2—|—>\:|:\/4)\—|—)\2'<1. (28)

Rozwazmy trzy przypadki:

1. —4 < )\ < 0. Wéwezas 4\ + A2 < 0.

gy = 1—|—%>\i%\/‘4>\—|—)\2 ,
=1+ A+ 307+ 7 |40+ 22
14+ A+ 23— 2(4X+ X9 =1.

Algorytm jest zatem neutralnie (marginalnie) stabilny, co oznacza, ze btedy
nie sg co prawda ttumione, ale tez nie narastajg i nie prowadzg do rozbiez-
NOSCi.
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2. A > 0. Wéwczas g4 > 1.
3. A< —4. Wowczas g < —1.

Rekapitulujac, dla ruchu jednowymiarowego klasyczny algorytm Verleta jest
marginalnie stabilny dla da/dz|, h? ¢ [—4,0] i niestabilny poza tym prze-
dziatem.
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Wady algorytmu Verleta

e Dziwne traktowanie predkosci — predkosé w kroku n znana jest dopiero po obliczeniu poto-
zenia w kroku n + 1. W symulacjach znajomo$¢ predkosci nie jest potrzebna do obliczania
sit, ale jest potrzebna do obliczania energii kinetycznej, temperatury, cisnienia itp. Predkos¢
obliczana jest ze wzoru

Vn — XTL-|—1 - Xn—l : (29)
2h
o We wzorze (24) réznica dwu ,duzych” wyrazen rzedu O(h°) jest dodawana do ,matego’

wyrazenia rzedu O(h?), co moze prowadzi¢ do znacznej utraty doktadnosci numeryczne;.
Zauwazmy, ze wyrazenie (29) jest symetryczne w czasie; préba obliczania v,, = (x,, — x,,_1)/h
tamataby symetrie odwrocenia w czasie, a przeciez rownania mechaniki (bez sit zaleznych od
predkosci) sg mikroskopowo odwracalne!
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Algorytm leap—frog (,zabiego skoku”)

Spsobem na obejscie (niektérych) trudnosci z algorytmem Verleta jest algorytm
leap—frog (Hockney 1970), w ktérym predkosci obliczane sg w czasach posred-
nich pomiedzy potozeniami:

v(tat+35h) = v (tn — 5h) + han, (30a)
Xpt1 =X(tn +h) = xp+ hv (tn + %h) . (30b)

Predkosci obliczane sg wedtug wzoru
vn =5 |V (tn — 3h) + v (ta + 5h)|. (31)

1Zaby wcale tak nie skacza.
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Zgodnosc¢ algorytmu leap—frog

Aby sprawdzi¢ czy algorytm leap—frog jest zgodny, nalezy z (30) wyeliminowac
predkosci. Po podstawieniu pierwszego z réwnan (30) do drugiego dostajemy

Xp41 = Xn + hv (tn — 5h) + h2ay . (32)
Drugie z rownan (30) przesuniete w tyt w czasie daje
hv <tn — %h) =X, —X,_1- (33)
Ostatecznie
Xp41 = 2X, — X, 1+ hQan. (34)

Réwnanie (34) ma takg samag postac co rownanie (24), widzimy zatem, iz algo-
rytm leap—frog jest algebraicznie rownowazny algorytmowi Verleta, a wiec jest
zgodny z rownaniem (17). Nie oznacza to jednak, iz numeryczne rezultaty za-
stosowania obu tych algorytmow sg takie same!
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Stabilnos¢ algorytmu leap—frog

Wyrazenia na propagacije btedu w algorytmie leap—frog majg postac

Mn+1/2 Mp—1/2 T hley, (35a)
Ent1 = EnThNuq1/2, (35b)

gdzie J;; = 8ai/8xj‘t . Pod wzgledem propagacji btedu metoda leap—frog
zachowuje sie jak metoda pot-niejawna! Ostatecznie macierz wzomochnienia ma
postac

(36)

G= |\ 1 iies |

Rl T+ h2J
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Dla przypadku jednowymiarowego otrzymujemy stad

24 ad/ar+ A2
— . |

g+ (37)

gdzie, jak poprzednio, A = da/dzx|; h2. Jest to identyczne z analogicznym wy-
razeniem dla metody Verletal, a zatem wiasnosci stabilnoéci metody leap-frog i
metody Verleta sg — co najmniej w przypadku jedowymiarowym — identyczne.

ICo nie dziwi wobec algebraicznej rownowaznoéci tych metod.
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Cechy algorytmu leap—frog:

© Rbznica dwu duzych wielkosci nie jest porédwnywana z mata.
© Predkos¢ w chwili ¢, jest znana w chwili ¢, nie dopiero w chwili ¢,, 4 1.

@ Algorytm wymaga inicjalizacji (na przyktad metodg Eulera z krokiem potow-
kowym).

@ Przyspieszenia (sity) nie mogg zaleze¢ od predkosci.

@ Predkosci nadal obstugiwane sg dos¢ dziwacznie.
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Algorytm velocity Verlet

Problemy z dziwacznym tarktowaniem predkosci rozwigzuje kolejna modyfikacja
algorytmu Verleta, zwana velocity Verlet (Swope et. al. 1982):

Xp41 = X, +hv,+3ih%a,, (38a)
Vot1 = Vot 5h(a,+a,qq). (38b)

Algorytm ten nie nadaje sie do sit (przyspieszen) zaleznych od predkosci.
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Uogolniony algorytm velocity Verlet

Okazuje sie, ze algorytm velocity Verlet mozna tatwo uogéini¢ (PFG):

Xpt1 = X, +hv,+ah’a,,
Vn_|_1 = Vn+h(ozan—|—(1—a)an+1>,

gdzie o € [0, 1].

(39a)
(39b)
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Zgodnos¢ algorytmu (39) z réwnaniem (17) pokazemy eleiminujac z (39) pred-
kosci. Odejmujac od pierwszego z réwnan (39) to samo rownanie cofniete o krok
w czasie, dostajemy

Xp41 = 2%, —X, 1+ h (Vn — Vn_l) + ah? (an — an_l) : (40)

Z kolei na mocy drugiego z rownan (39),

Vp— Vo1 =h(aa, ;—(1-aa,). (41)
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Ostatecznie

Xpt1 = 22X, —X, 1+ h2 (aan —aa, 1+aa, 1+ (11— oz)an)
2X, —X,_ 1+ hzan : (42)

a wiec znow dostajemy algebraiczng rownowaznos$¢ (uogdlinionego) algorytmu
velocity Verlet i klasycznego algorytmu Verleta.
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Propagacja btedu dla sit niezaleznych od predkosci ma postac
Ent1 = &n+ hm, + ah®Jep, (43a)
= n, +haJen +h(1l —a)Je, 11, (43b)

J jest jakobianem w kroku n, J jest jakobianem w kroku n+1. Jako macierz
wzmochienia dostajemy

MNn+1

_ I+ ah?]J hl
C= GhT+ - kT4 ar2T) T+ @ —a)p2F |- 4

W przypadku jedowymiarowym, niezaleznie od wartosci parametru «, dosta-
jemy takie same wspotczynniki wzmocnienia, jak w metodach Verleta i leap—
frog, a zatem wtasnoséci stabilnosci uogdélnionej metody velocity Verlet sg takie
same, jak i innych metod Verleta.
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Dla o« = 1 algorytm (39) mozna stosowac gdy przyspieszenia
zalezg od predkosci!

Vn

= x, +hv, +h%a,,

+ ha,,

v, +ha,,
Xn—l—hvn_|_1.

W tym wypadku macierz wzmocnienia ma postac

G =

h Jx

| I4h%2Jx RI4R2Ty

I+ hJyv

Y

(45a)
(45Db)

(46a)
(46Db)

(47)
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gdzie Jx, Jv 0znaczajg, odpowiednio, jakobiany po potozeniach i predkosciach.

W przypadku jednowymiarowym dostajemy

9i=%(2+>\+’Yi\/4)\+()\+’Y)2), (48)

gdzie A = da/8z|, h?, v = da/Ov|, h. Dla~y = 0 (przyspieszenia nie zalezg
od predkosci) daje to oczywiscie to samo, co inne metody Verleta, czyli mar-
ginalng stabilnos¢ dla A € [—-4,0],y = 0. Dla~vy < 0i A < O otrzymujemy
ograniczony obszar absolutnej stabilnosci.
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Obszar stabilnoSci dla uogdlnionej metody velocity Verlet
w przypadku jednowymiarowym

0.0

-0.2

0.4}

-0.8 |

-1.0 |

-1.2

-4.0 -35 -3.0 -2.5 -2.0 -15 -1.0 -0.5 0.0
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Inna modyfikacja algorytmu velocity Verlet

Opublikowano kilka modyfikacji algorytmu Verleta przeznaczonych do rozwig-
zywania réwnan z przyspieszeniami (sitami) zaleznymi od predkosci. Najcze-
sciej uzywana pochodzi z pracy R. D. Groot, P. B. Warren, Dissipative particle
dynamics: Bridging the gap between atomistic and mesoscopic simulations,
J. Chem. Phys. 107, 4423 (1997). Jest to algorytm typu predyktor-korektor:

Xp41 = X,+ hv, + 3h°a,, (49a)

predyktor: v = v, + Bha,, (490)
a = a(X,41,V), (49¢)

Korektor: Vo4l = Vpt+ %h (an ~+ 5) , (49d)

gdzie 8 € [0, 1]. W przeciwienstwie do algorytmu (45), algorytm (49) wymaga
dwu obliczen przyspieszenia na krok czasowy.
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