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Problem Cauchy’ego

4 dy
— = f(x
) . (z,y) )
L y(z0) = Yo

to przepis na to jak uzyskac¢ rozwigzanie po infinitezymalnie matym kroku cza-
sowym.
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Metody numeryczne

2 2

zamiana problemu ciggtego na dyskretny

xo, 1 =x90+ h, xo=21+h, ..., snn =xp_1 + h, ...
yo =Y¥(z0), y1 = y(z1), y2o =y(z2), ..., yn = y(zn), -..

h — krok czasowy (niekiedy moze sie zmieniacC, ale o tym pozniej)
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Metoda jawna (explicit) s—krokowa, rzedu p:

Vod1 = F(R Tn, Yn Vi1, > Yn—st1) + O(RPTL) (2)

Przepis konstrukcyjny pozwalajgcy wyliczy¢ wartos¢ poszukiwanej funkcji w ko-
lejnym punkcie korzystajac z s punktéw, w ktorych wartos¢ ta jest znana. Réz-
nica pomiedzy doktadnym a przyblizonym rozwigzaniem jest (w jednym kroku)
rzedu hPT 1.
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Metoda niejawna (implicit) s—krokowa, rzedu p:

Yn+1 — g(h‘r In, Yn+1Ynr)Yn—1,--- >Yn—s—|—1) + O(hp+1) (3)

Rownanie algebraiczne (na ogo6t nieliniowe, wielowymiarowe), jakie musi spet-
niaC poszukiwana funkcja w kolejnym punkcie. Rbwnanie to trzeba numerycznie
rozwigzaC¢ w kazdym kroku catkowania rownania rézniczkowego. W réwnaniu
uwzgledniane sg informacje z s punktdéw, w ktorych poszukiwana funkcja jest juz
znana. Rdznica pomiedzy doktadnym a przyblizonym rozwigzaniem jest (w jed-
nym kroku) rzedu hP 11,
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Zgodnosc¢

Od kazdej metody numerycznego catkowania rownan rézniczkowych wymaga
sie, aby byta zgodna z wyjsciowym réwnaniem, to jest aby odtwarzata je w gra-
nicy nieskonczenie matych krokow.

Przyktad: Dla metody jawnej (2) rozpatrzmy wyrazenie

Yn+1 — Yn — f(h;xn7yn7Y’n,—17'"7Yn—8—|—1) —Yn (4)
h h .

Lewa strona (4) nie zalezy od wyboru metody i jest rowna (y,+1 — yn)/h =
(y(xn+h)—y(xn))/h, azatem jej granica przy h — 01 wynosi dY/d$|a:=a;n —
f(xn, yn).
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Cata informacja o metodzie zawarta jest w prawej stronie (4), a zatem warun-
kiem zgodnosci metody (2) jest

F h, ) ) —1y-- > — o
lim (h; Zn,Yn, Yn—1 Yn s—I—l) Yn — £(zn,yn) . (5)
h—0QT h

Dla metod niejawnych zapisanych formalnie w postaci (3) nie mozna podac kry-
terium zgodnosci w postaci zwartej (mozna to zawsze zrobi¢ dla konkretnej me-
tody niejawnej), tym niemniej wymaga sig, aby wszystkie, a wiec takze niejawne,
metody byty zgodne.
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Stabilnos¢

Podczas numerycznego rozwigzywania rownan rézniczkowych popetnia sie dwa
rodzaje nieuniknionych btedéw numerycznych:

e btgd metody, wynikajacy z zastgpienia Scistego problemu ciggtego proble-
mem dyskretnym oraz

e biad zaokraglenia, wynikajgcy z faktu, iz obliczenia prowadzone sg ze skon-
czong dokfadnoscia.
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Dlatego tez warunek poczatkowy w problemie Cauchy’ego ulega w kazdym kro-

Ku ,rozmyciu”:

f(z,y)

Yo

f(z,y)

y1+te1

_)<

f(z,y)

yo+€o
(6)

Gdyby ten ,btad rozmycia” mogt propagowac sie z kroku na krok, rozwigzanie nu-
meryczne szybko mogtoby przestaé mie¢ cokolwiek wspdlnego z rozwigzaniem
wyjsciowego problemu Cauchy’ego: aby metoda byta stabilna, btedy popetniane
w kolejnych krokach nie mogq narastac z kroku na krok.
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Zaktadamy, ze btedy sg niewielkie, |len|| < 1, mozemy sie wiec ograniczy¢ do
przyblizenia liniowego. W tym przyblizeniu

Ent+1 = Gen . (7)

Btedy nie bedg narastac z kroku na krok, jesli wszystkie wartosci wtasne macie-
rzy G bedg spetniaé |y| < 1. Macierz G nazywamy macierzg wzmocnienia.
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Przyktad: Dla jednokrokowej metody jawnej

Yn+1 + En+1 — F(h;xn,yn + €n) =~

OF

% ly=yn
W powyzszym wyrazeniu 0F /0y oznacza rozniczkowanie wszystkich sktado-
wych F po wszystkich sktadowych y, czyli obliczanie jakobianu: Dla jednokro-

kowej metody jawnej

__OF
- 9y

Jezeli jakas metoda w ogdle moze byc¢ stabilna dla danego réwnania, wymog
stabilnosci oznacza na ogét wziecie odpowiednio matego kroku h. Zgodnie z wy-
razeniem (9), krok czasowy, ktéry w pewnym punkcie zapewnia stabilnosé, moze
go nie zapewnia¢ w innym.
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Jawna metoda Eulera

Problem Cauchy’ego (1) to przepis na to jak uzyskac rozwigzanie po infinitezy-
malnie matym kroku czasowym. Sprébujmy zastosowac ten przepis dla krokow
matych, ale o skonczonej dtugosci. W tym celu dokonajmy rozwinigcia Taylora:

dy
Ynt+1 =Y(@p4+1) =y(@n+h) 2 y(an) + - h+ O(h?), (10)
Tlz=zn,y=yn
a zatem

Va1 = yn + hf(zn,yn) + O(h?). (11)

Metoda ta, zwana jawng metodg Eulera, jest najpopularniejszg (i jedng z najgor-
szych) metodg uzywanych do numerycznego catkowania robwnan rozniczkowych
zwyczajnych.
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Uwaga na btad zaokraglenia!

Zauwazmy, iz po prawej stronie (11) mamy sume dwoch wyrazow: Jednego “duzego”, rzedu
O(1), i drugiego “matego”, rzedu O(h). Moze to doprowadzi¢ to utraty doktadnosci, zwtaszcza
jesdli 0 < h <« 1. Problem jest tym wiekszy, ze ostateczne rozwigzanie uzyskujemy po wielu
krokach Eulera. Mozna temu przynajmniej czesciowo zaradzi¢ odpowiednio adaptujac algorytm
sumacyjny Kahana: Niech zg = 0. W kazdym kroku obliczamy

0 = hf(zn,yn) + zn, (12a)
Vot = Ya+0, (12b)
Znt1 = 0 — (Ynt1—Yn) (12c)

Nawiasy w ostatnim z wyrazen (12) nie sg redundantne. W artymetyce doktadnej (bez btedéw
zaokragglenia) z,, = 0 i metoda (12) sprowadza sie do metody (11).

Chociaz nie bedziemy tego pisac jawnie, trick zastosowany w (12) nalezy stosowa¢ we wszyst-
kich metodach omawianych w trakcie tych wyktadow.
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Inne wyprowadzenie metody Eulera:

(pozornie inne)

a:n—|-hd Tn—+h
y(zn + h) = yn + / édw = yn + / £(z,y(x))da
In In

Tn+h
~yu+ [ (E@nyn)+00))do =yu+ht(zn,yn) + 0K .  (13)
In
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Interpretacja geometryczna jawnej metody Eulera

(przypadek jednowymiarowy)
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Przyktad zastosowania jawnej metody Eulera
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Stabilnos¢ jawnej metody Eulera

Yn+1 T Ept1 =Ynt+En+ hf(zn,yn + €n)

a zatem macierz wzmocnienia ma postaé

G=I14hJ(xn,yn), (15)

gdzie J(zp,yn) = Of /8y|x:xn7y:y?l jest jakobianem prawej strony réwnania
po drugiej zmiennej. I jest macierzg jednostkowa.
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Obserwacja:
Dla rownania liniowego

Y _ Ay, (16)
dx

gdzie A € R™"* "™ macierzg wzmocnienia w jawnej metodzie Eulera jest

G=1+hA. (17)

Macierz A moze, w ogdlnosci, zaleze€ od zmiennej niezaleznej, A = A(x).
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Niejawna metoda Eulera

Przy wyprowadzaniu jawnej metody Eulera rozwijaliSmy poszukiwang funkcje
w szereg Taylora wokot lewego kranca przedziatu. Nic jednak nie szkodzi doko-
nac rozwiniecia wokot prawego kranca:

d
yn =y(zn) = y(xp41 —h) 2y(@p41) — & h+ O(h?),

AT \z=t,41,y=Yn+1
(18)

a zatem

Vi1 =yn+hf(z,11,¥ne1) +O(h?). (19)
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W wyrazeniu (19) nieznana wielkoscC y,, 11 wWystepuje po obu stronach — jest to
zatem rownanie algebraiczne, jakie spetnia¢ ma numeryczna wartos¢ poszuki-
wanego rozwigzania.

Zauwazmy, ze obie metody Eulera, jawna i niejawna, sg tego samego rzedu.
Istotnie,

Yn+1 — ¥Yn + hf(xn—l—la Yn-l—l) + O(hz)
= yn+ hf(zn+hyn + hf(@pi1, Yne1)) + O(R?)

of of
<yt b (G ya) + 5 ek ST BTG +00) ) 00
z| . oyl
= yn + hf(zn, yn) + O(h?) . (20)
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Interpretacja geometryczna niejawnej metody Eulera

Yo

Y1

yexpl B

(przypadek jednowymiarowy)

7] yguess

Ytarget
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Przykiad zastosowania niejawnej metody Eulera
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Stabilnosé¢ niejawnej metody Eulera

Dla metody niejawnej (19) otrzymujemy

Ynt1l+ Ent1 =Yn+en+hf(z41, Y41 +Ent1)
~ Vn+€en+ hf(xn—l—la Yn—l—l) + hJ(:Cn—I—la Yn—|—1)€n+1 ) (21)

a zatem
-1
G = (H_hJ(wn—FlaYn—I—l)) :
J, Jak poprzednio, jest jakobianem f po drugiej zmiennej, ale obliczanym w innym
punkcie. Obserwacja: Dla réwnania liniowego (16) macierz wzmochienia ma
postac

(22)

G={-hA)"1. (23)
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Przykiad:
Rozpatrzmy nastepujgcy problem Cauchy’ego:

(d [u] _ 1004 2004 | [ u
dc|lv| | —1005 —2005 v |’
24
1 w0 = 1, (24)
\ v(0) = 0.
Analityczne rozwigzanie tego problemu ma postac
668 335
w(z) = ——e T 1000z (25a)
333 333
335 _z , 335 _1000z
= —— — . 25b
v(@) 333° T 333° (290)

5. Terminologia. Metody Eulera, metody punktu srodkowego i metody trapezowe. 24



Rozwigzanie (25) ma dwie charakterystyczne skale czasowe: 77 = 11T =
1/1000 « Tj. Ta druga skala czasowa nie gra, poza poczgtkowym okresem,
zadnej istotnej roli w rozwigzaniu. Sprébujmy rozwigzac problem (24) przy po-
mocy jawnej metody Eulera z krokiem h = 1/256. Wyniki przedstawia tabela

jawna met. Eulera, h = -

0 1.00000000
1/128 4.78867912
2/128 -5.74808168
3/128 23.44808960
4/128 -57.55829240
5/128 167.09159900
6/128 -456.02206400
7/128 1272.20862000
8/128 -3521.21387000
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oraz wykres. ..
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Skad bierze sig taki wynik? Zauwazmy, ze 4% = 334352 — 1004, a zatem

dla matych wartosci argumentu szukana funkcja narasta bardzo szybko, jed-
nak, jak sie okazuje, wybrany krok czasowy jest wigkszy niz charakterystyczna
skala tego narastania — przyblizenie numeryczne ,przestrzeliwuje”, w nastep-
nym kroku stara sie ten btad ,skompensowac” i w rezultacie rozwigzanie roz-
biega sie oscylacyjnie. Rozwigzanie jawng metodg Eulera z krokiem dwa razy
mniejszym, h = 1/512, takze wykazuje silne oscylacje dla matych wartosci
argumentu, ale oscylacje te sg ttumione. Jednocze$nie jawna metoda Eulera
z krokiem h = 1 /2048 oraz niejawna metoda Eulera z krokiem h = 1/256 nie
oscylujg i mimo poczatkowych odchylen od rozwigzania doktadnego, zbiegajg
sie do niego bardzo szybko.
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Zjawiska te mozna wyjasni¢ w oparciu o teorie stabilnosci. Wartosci wiasne
macierzy z problemu (24) wynoszg A\ = —1, A\» = —1000. Wobec tego
wartosci wkasne macierzy wzmocnienia (17) wynoszg v1 = 1 — h, o = 1 —
1000h.

Z warunku |v1 o[ < 1 wynika, iz dla zapewnienia stabilnosci rozwazama pro-
blemu (24) w jawnej metodzie Eulera musi zachodzi¢ 0 < h < 500 Uktad typu
(24), w ktérym wystepuje kilka wyraznie roznych skal czasowych i jawna metoda
numeryczna w celu zapewnienia stabilnosci musi sie dostosowac do najszybsze;
z nich, mimo iz jest ona praktycznie nieobecna w rozwigzaniu, nazywa sie pro-
blemem sztywnym.

Wartosci wtasne macierzy wzmocnienia (23) w metodzie niejawnej wynoszg
= (L + h)"1, v, = (1 4 1000Ah)~1, a zatem Vh > O metoda jest sta-
bilna. Metody takie nazywamy A—stabilnymi.
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Problem: Zmiana pochodnej na przestrzeni kroku catkowania

Wroémy do wyjsciowego problemu Cauchyego (1). Metody Eulera, jawna i nie-
jawna, ignorujg fakt, iz prawa strona (pochodna poszukiwanej funkcji) zmienia
sie w trakcie wykonywania kroku catkowania. Spodziewamy sig, ze pewna ,$red-
nia” pochodna bedzie lepiej opisywac zmiany funkcji na catym przedziale o diu-
gosci rownej dtugoséci kroku catkowania.

Wobec tego jako “Srednig” pochodng przyjmijmy pochodng w srodkowym pun-
kcie przedziatu. Ale jak znalezé wartos¢ szukanej funkcji w tym srodkowym pun-
kcie? Najproscigj jest znalez¢ jg korzystajgc z jawnej metody Eulera z krokiem
potdwkowym, nastepnie zas$ obliczong w punkcie srodkowym pochodng ,przeno-
simy” do lewego kranca przedziatu i wykonujemy caty krok o dtugosci h. Zatem
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Jawna metoda punktu srodkowego

k]. — f(xnayn)a (263.)
ko = f(a:n+g,yn+gk1), (26b)
Vi1 = Yn+ hke+ O(h3). (26¢)

Dlaczego rzad tej metody réwna sie 2 (odrzucone wyrazy sa rzedu O(h211)),
dowiemy sie pdzniej. Podobnie pozniej, w szerszym kontekscie, przeanalizu-
jemy stabilnos¢ tej metody.
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Interpretacja geometryczna jawnej metody punktu srodkowego

Yo

Y12

Y1

yEuIer T 77777777777777777777777777777777777 7]
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Przykiad zastosowania jawnej metody punktu srodkowego
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Niejawna metoda punktu srodkowego

Metoda punktu srodkowego oczywiscie ma takze swéj wariant niejawny. W jaw-
nej metodzie punktu sSrodkowego konstruujemy punkt srodkowy; w metodzie nie-
jawnej poszukujemy punktu o tej wtasnosci, ze jezeli cofniemy sie w kierunku
wyznaczonym przez pochodng funkcji w tym punkcie, trafimy na lewy kraniec
przedziatu. Innymi stowy, kierunek od punktu w lewym krancu przedziatu do
poszukiwanego punktu srodkowego musi pokrywac sie z kierunkiem pochodne;
w punkcie srodkowym:

h h
k2 = f <513n -+ 57 yn —+ §k2> ) (273-)
Y+l = ¥Yn+ hko+ O(h3). (27b)

Zauwazmy, ze metoda (27) formalnie wymaga tylko jednego obliczenia prawej
strony réwnania rézniczkowego, a mimo to jest metodg rzedu drugiego. Tego,
ze tak jest, dowiedziemy poznie;.
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Interpretacja geometryczna niejawnej metody punktu srodkowego

Yo 1<

Y12

Y1
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Jawna metoda trapezowa

Jest szereg innych sposobdéw usredniania zmian pochodnej na dtugosci kroku catkowania. Me-
todg rownie dobrg, co metoda punktu srodkowego, jest metoda oparta na nastepujgcym sche-
macie:

1. oblicz pochodng w lewym krancu przedziatu

2. idz z krokiem Eulera do prawego kranca przedziatu,

3. oblicz pochodng w osiggnietym punkcie na prawym krancu przedziatu,

4. przejdz jeszcze raz caty przedziat w kierunku danym przez srednig z obu obliczonych po-

chodnych
czyli
ki = f(wn,yn), (288-)
ko = f(xn+ h,yn+ hki), (28b)
ki +k
Yorr = yo+ T2 4 003y (280)

Metoda ta bierze swojg nazwe od metody trapezowej catkowania funkcji, opartej na podobnym
schemacie.

5. Terminologia. Metody Eulera, metody punktu srodkowego i metody trapezowe. 36



Interpretacja geometryczna metody trapezowej

Yo

Y1

YEuler [
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Niejawna metoda trapezowa

W jawnej metodzie trapezowej “Srednig” pochodng jest Srednia arytmetyczna
pochodnej w lewym krancu przedziatu i w eulerowskim przyblizeniu pochodne;
w prawym krancu przedziatu. W niejawnej metodzie trapezowej, zamiast przy-
blizenia eulerowskiego biore poszukiwany punkt, otrzymujgc

f(xna Yn) + fz(ajn—kla Yn—l—l) (29)
Zauwazmy, ze metode te mozna w sposéb réwnowazny zapisa¢ w postaci

Yn4+1 =Ynth

kl — f(il?n, yn) ) (303.)
ko = f(on+hyn+ 3hki + 3hko) (30b)
Yo+l = yn+3h(ki +ko2). (30c)
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Metody predyktor-korektor

Metody niejawne sg kosztowne w uzyciu, wymagajg bowiem rozwigzywania u-
ktadu rownan algebraicznych, na ogo6t nieliniowego, w kazdym kroku iteraciji.
Czasami “utatwiamy” sobie zycie, zastepujgc rozwigzanie Sciste rozwigzaniem
samouzgodnionym (self-consistent). PodejScie to prowadzi do catej klasy me-
tod, znanych jako metody predyktor-korektor. Jesli F jest pewng metodg jawna,
G pewng metoda niejawng, obliczamy

predict

predyktor: y, /77 = F(h;, Tn, Yn,Yn—1,---), (31a)
korektor:  ySet = G(h;zn, Y2 o 0% yn Y1, .- ). (31b)

Krok korektora mozemy iterowac.
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Niejawna metoda trapezowa w postaci predyktor-korektor

Dla niejawnej metody trapezowej wyglada to tak:

predict

Ypt1 = (obliczony z jawnej] metody trapezowe)) , (32a)
dict
f(zn,yn) + f(zpt1, 505 )
t
f(@n, yn) + F(@ng 1, Yppy 1)
VRt =y h— LS =23, (320)
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Uwagi

e Wiadomo, ze czesto rozwigzania samouzgodnione réznig sie od rozwigzan
doktadnych uktaddéw réwnan algebraicznych.

e W praktyce wykonuje sie tylko kilka (niewiele!) krokow korektora — w prze-
ciwnym razie zysk na czasie wykonania jest niewielki lub nie ma go wcale.

e Metody predyktor-korektor sg metodami jawnymi, a zatem na ogot nie majg
korzystnych wiasnosci stabilnosci, typowych dla metod niejawnych.
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Metody punktu srodkowego oraz metody trapezowe, jawne i niejawne, to tylko
szczegOlne sposoby uwzgledniania zmiennosci pochodnej w trakcie kroku
catkowania. Nalezg one do bardzo szerokiej kategorii, znanej ogolnie jako

metody Rungego—Kutty
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