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Przykład 1

lim
x→0

ex
2 − 1

sin2 2x
=

0

0
= lim

x→0

ex
2 · 2x

2 sin 2x · cos 2x · 2

=
1

4

 lim
x→0

ex
2

cos 2x


︸ ︷︷ ︸
wyr. skończone=1

·
(
lim
x→0

2x

sin 2x

)
=

1

4
· 1 ·

 lim
x→0

1
sin 2x
2x



=
1

4
·

1

lim
u→0

sinu
u

=
1

4
(1)
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Przykład 2

lim
x→π

2

(
x−

π

2

)
tgx = 0 · ∞ = lim

x→π
2

(
x−

π

2

)
sinx

cosx
= . . . (2a)

Podstawmy x− π/2 = t. Wówczas x = t+ π/2, sin(t+ π/2) = cos t,
cos(t+ π/2) = − sin t.

· · · = lim
t→0

t cos t

− sin t
= −

(
lim
t→0

cos t
)
·
(
lim
t→0

t

sin t

)
= −1 (2b)
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Przykład 3

lim
x→0

(
1

x
−

1

sinx

)
=∞−∞ = lim

x→0

sinx− x
x sinx

=
0

0
= lim

x→0

cosx− 1

sinx+ x cosx

=
0

0
= lim

x→0

− sinx

cosx+ cosx− x sinx
= 0 (3)
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Przykład 4

lim
x→0+

xx = 00 = lim
x→0+

exp (lnxx) = lim
x→0+

exp (x lnx) (4a)

Obliczmy

lim
x→0+

x lnx = 0·∞ = lim
x→0+

lnx
1
x

=
∞
∞

= lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0

(4b)
Wobec tego

lim
x→0+

xx = lim
x→0+

exp (x lnx) = 1 (4c)
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Przykład 5

lim
x→∞x

1
x =∞0 = lim

x→∞ exp
(
lnx

1
x

)
= lim

x→∞ exp
(
lnx

x

)
(5a)

lim
x→∞

lnx

x
=
∞
∞

= lim
x→∞

1
x

1
= lim

x→∞
1

x
= 0 (5b)

Wobec tego

lim
x→∞x

1
x = lim

x→∞ exp
(
lnx

x

)
= e0 = 1 (5c)
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Przykład 6

lim
x→0+

(
1

x

)sinx
=∞0 = lim

x→0+
exp

(
ln
(
1

x

)sinx)
= lim

x→0+
exp

(
sinx ln

1

x

)

= lim
x→0+

exp(− sinx lnx) = lim
x→0+

exp
(
−
sinx

x
· (x lnx)

)
= 1 , (6)

gdyż lim
x→0

(sinx)/x = 1, a jak pokazaliśmy w (4b), lim
x→0+

x lnx = 0.
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Przykład 7

lim
x→0

(
tgx

x

)1
x
= lim

x→0
exp

ln(tgx
x

)1
x

 = lim
x→0

exp
(
1

x
ln

sinx

x cosx

)
(7a)

Zauważmy, że

lim
x→0

sinx

x cosx
=
(
lim
x→0

1

cosx

)
·
(
lim
x→0

sinx

x

)
= 1 (7b)

ln 1 = 0, więc pod eksponentą mamy symbol nieoznaczony typu 0
0.
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Obliczmy(
sinx

x cosx

)′
=

cosx(x cosx)− sinx(cosx− x sinx)
x2 cos2 x

=
x cos2 x+ x sin2 x− sinx cosx

x2 cos2 x
=
x− sinx cosx

x2 cos2 x
(7c)

(
ln

sinx

x cosx

)′
=
x cosx

sinx

(
sinx

x cosx

)′

=
x cosx

sinx
·
x− sinx cosx

x2 cos2 x
=
x− sinx cosx

x sinx cosx
(7d)

Mamy zatem

lim
x→0

1

x
ln

sinx

x cosx
= lim

x→0

(
ln sinx
x cosx

)′
x′

= lim
x→0

x−sinx cosx
x sinx cosx

1
(7e)
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i znowu otrzymujemy symbol nieoznaczony 0
0.

lim
x→0

x− sinx cosx

x sinx cosx
= lim

x→0

(x− sinx cosx)′

(x sinx cosx)′

= lim
x→0

1− cos2 x+ sin2 x

sinx cosx+ x cos2 x− x sin2 x

= lim
x→0

2 sin2 x

sinx cosx+ x cos2 x− x sin2 x

= lim
x→0

4 sinx cosx

2(cos2 x− sin2 x− 2x sinx cosx)
= 0 (7f)

i ostatecznie

lim
x→0

(
tgx

x

)1
x
= lim

x→0
exp

(
1

x
ln

sinx

x cosx

)
= e0 = 1 (7g)
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Przykład 8

lim
x→0

(
tgx

x

) 1
x2

= lim
x→0

exp
(
1

x2
ln

sinx

x cosx

)
(8a)

gdzie postąpiliśmy podobnie, jak w poprzednim przykładzie.
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Nadal korzystając z poprzedniego przykładu obliczamy

lim
x→0

1

x2
ln

sinx

x cosx
= lim

x→0

(
ln sinx
x cosx

)′
(
x2
)′ = lim

x→0

x−sinx cosx
x sinx cosx

2x

=
1

2
lim
x→0

x− sinx cosx

x2 sinx cosx
=

0

0

=
1

2
lim
x→0

2 sin2 x

−x2 sin2 x+ x2 cos2 x+2x sinx cosx

= lim
x→0

(
sinx

x
·

sinx

x(cos2 x− sin2 x) + 2 sinx cosx

)

= lim
x→0

sinx

x(cos2 x− sin2 x) + 2 sinx cosx

= lim
x→0

1
x

sinx(cos
2 x− sin2 x) + 2cosx

=
1

3
(8b)
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Ostatecznie

lim
x→0

(
tgx

x

) 1
x2

= lim
x→0

exp
(
1

x2
ln

sinx

x cosx

)
= lim

x→0
exp

(
sinx

x(cos2 x− sin2 x) + 2 sinx cosx

)

= e
1
3 = 3√e (8c)
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Przykład 9

Nadal korzystamy z obliczeń wykonanych w poprzednich przykładach.

lim
x→0

(
tgx

x

) 1
x3

= lim
x→0

exp
(
1

x3
ln

sinx

x cosx

)
(9a)
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Postępujemy jak poprzednio i obliczamy

lim
x→0

1

x3
ln

sinx

x cosx
= lim

x→0

(
ln sinx
x cosx

)′
(
x3
)′ = lim

x→0

x−sinx cosx
x sinx cosx

3x2

=
1

3
lim
x→0

(x− sinx cosx)′

(x3 sinx cosx)′

=
2

3
lim
x→0

sin2 x

x2(x(cos2 x− sin2 x) + 3 sinx cosx)

=
2

3
lim
x→0

(
sinx

x
·

sinx

x(x(cos2 x− sin2 x) + 3 sinx cosx)

)
= . . . (9b)
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Przekształcając to wyrażenie otrzymujemy

· · · =
2

3
lim
x→0


sinx

x︸ ︷︷ ︸
→1

·
1

x

 x

sinx︸ ︷︷ ︸
→1

(cos2 x− sin2 x)︸ ︷︷ ︸
→1

+3cosx︸ ︷︷ ︸
→3




= lim

x→0

1

6x
(9c)

Niestety, ta ostatnia granica nie istnieje. W konsekwencji, nie istnieje też
granica (9a).
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Istnieją jednak granice jednostronne:

lim
x→0−

1

6x
= −∞ (9d)

lim
x→0+

1

6x
= ∞ (9e)

a zatem

lim
x→0−

(
tgx

x

) 1
x3

= lim
x→0−

exp
(
1

6x

)
= 0 (9f)

lim
x→0+

(
tgx

x

) 1
x3

= lim
x→0+

exp
(
1

6x

)
= ∞ (9g)
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Przykład 10

lim
x→0

(1 + x)
1
x = 1∞ = lim

x→0
exp

(
ln(1 + x)

1
x

)
= lim

x→0
exp

(
ln(1 + x)

x

)
(10a)

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0

1
1+x

1
= lim

x→0

1

1+ x
= 1 (10b)

Ostatecznie

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e (10c)

(10c) to ważna granica, pojawiająca się w wielu obliczeniach.
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Przykład 11

lim
x→4

(x− 3)
6

4−x = lim
x→4

(1 + x− 4)
−6
x−4 = lim

x→4

(
(1 + x− 4)

1
x−4

)−6
= lim

u→0

(
(1 + u)

1
u

)−6
=
(
lim
u→0

(1 + u)
1
u

)−6
= e−6 (11)

gdzie podstawiliśmy x− 4 = u i skorzystaliśmy z (10c).
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