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Potegowanie macierzy kwadratowych

Naturalne potegi macierzy definiujemy jako mnozenie macierzy przez sie-
bie:

n razy

Dla macierzy odwracalnych mozna tez definiowaé potegi ujemne, jako po-
tegi macierzy odwrotnej. Ponadto dla A # 0 przyjmujemy A® = 1. W ten
sposdb mamy zdefiniowane wszystkie catkowitoliczbowe potegi macierzy
(potegi ujemne nie zawsze istniejg!) i zachodzg zwykte zasady sktadania

poteg.

Niecatkowite potegi macierzy mozna definiowac tylko w sensie rozktadu

spektralnego, patrz nizej.
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Macierze nilpotentne

WsSrdd macierzy, ktore nie sg symetryczne, zdarzajg sie macierze nilpo-
tentne, to znaczy takie, ktorych pewna potega (a zatem i wszystkie wyz-
sze) sg macierzami zerowymi.

Przykiady

so -[sa][ss]-[s8] e
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(2b)

14-4
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Macierze idempotentnte

Macierz jest idempotentna, je$li A2 = A. Macierz jednostkowa jest idem-
potentnta. Macierz idempotentna, ktdéra nie jest macierzg jednostkowa,
jest osobliwa.

Przykiady

[2 —1]2_[2 —1] [2 —1]_[4—2 —2+1]_[2 —1]

2 1 2 1|2 -1 4-2 241 2 1
(3a)

Operator rzutowy ee’’, gdzie ||e|| = 1, jest idempotentny. Istotnie,

2
(eeT) —ecelee! = ee! (3b)
=1
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Inwolucje

Inng “dziwng” klasg macierzy sg inwolucje, czyli macierze bedgce swoimi
wtasnymi odwrotno$ciami: A = A=l = A2 =1.

Przyktad: Macierz Hadamarda
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Rozklad jednosci

Niech {e;}"_; stanowi baze ortonormalng w R". Wowczas

Z e,L-eZT =1. (5)

(Zauwazmy, ze obiekty ez-e;-r to operatory (macierze). Nazywa sie je ope-
ratorami rzutowymi, gdyz rzutujg dowolny wektor na wektor e;.)

Dowod. Skoro wektory {e;}i*_; stanowi baze, kazdy wektor mozna przed-
stawi¢ jako kombinacje liniowg tych wektorow bazowych:

n
vV = Z a;€; . (63.)
j=1
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Liczymy

n n n
Y eel = [ Y eel | X aje; = Z oz]eze €;
i=1 i=1 =1 =1 =
ij
n
= Z Q;0;;€; = Z aje; =v (6b)
gt

a zatem dziatanie operatora (5)) nie zmienia wektora v. Poniewaz zachodzi
to dla dowolnego wektora, operator (5) musi by¢ operatorem tozsamoscio-
wym, .
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Twierdzenie spektralne

Niech A € R"*"™ bedzie macierzg symetryczng, rzeczywistg. Aq,...,\n
sg jej wartosciami wtasnymi, a eq, . . ., e, odpowiadajgcymi im unormowa-
nymi wektorami wtasnymi. Wowczas

n
A = Z >‘i eie;fp . (7)
1=1

Operator po prawej stronie nazywam rozkftadem spekitralnym opera-
tora A.

Dowod. Korzystam z reprezentaciji (6a) i obliczam

n n
Av=A ) ajej= ), ajAe
j=1 j=1 j=1

(8a)

||

]
L
>
k)CD
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Z drugiej strony
n
PRY eef | v
i=1

Poniewaz prawe strony

8a

)

8b

n
Zl>\ oz]eze ej = Z Aiaibiie; = > ajAje;
1,] =1

,j=1
(8b)

sg sobie réwne i zachodzi to dla dowol-

nego wektora v, rownos¢ (/) musi by¢C prawdziwa tozsamosciowo.

[]

Uwaga: Roéwnos¢ (7) jest najprostszg formg twierdzenia spektralnego. W przypadkach
operatoréw niehermitowskich oraz w przestrzeniach nieskonczenie wymiarowych twier-
dzenie spektralne przybiera bardziej skomplikowang forme.
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Przyktad

Wezmy dwa wektory z R?:

€1 —

€1 —

1
V2
1

V2

(9a)

Jak tatwo sprawdzi¢, sg one wzajemnie ortogonalne i unormowane, stano-
wig wiec baze w R2. Mamy

T T
eje1 + eges

|
NI~ N
NN

NI N

1

N

Nis

N~ N

|

_I_

N~ N

NN

1

%

|
1
N

= O

] (9b)

o+
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Podobnie

1| [L ;] 1] [L _L]
Qele?+4egeg = 2. \/15 V2 V2 + 4 \/15 V2 v2
V2 V2
1 17 T 1 17 '
2 2 2 2
= 211 1| T4 | 1 1
_2 2_ I 2 2_
11 > 2] [ 3 -1
i ER R R e B B

Macierz po prawej stronie

sg A1 = 2, A\» = 4, a wektory (9a

9c

jest symetryczna, rzeczywista, a jej rowna-
nie charakterystyczne ma postaé (3—\)2—1 = 0. Warto$ciami wtasnymi
sg odpowiadajgcymi im wektorami

witasnymi. Wyrazenie po lewej stronie

macierzy.

9c

jest rozktadem spektralnym tej
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Funkcje macierzy

Niech A bedzie macierzg symetryczng, rzeczywistg, posiadajgcg rozktad
spektralny (7). Niech f : R — R bedzie jakas$ funkcjg. Definiuje funkcje
macierzy nastepujgco:

Definicja

10

FA) =Y f(\) eel (10)
1=1

ma sens tylko wtedy, gdy dla kazdej wartosci wtasnej wy-

razenie f(\;) jest dobrze okreSlone. Na przykiad tylko macierze syme-
tryczne i dodatnio okre$lone mozna w powyzszym sensie pierwiastkowac
lub logarytmowac.
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Przyktad

Rozwazmy macierz

A =

NIW NIO

NICT NIW

(11)

Czy dla takiej macierzy mozna zdefiniowaé v A?

Jest to macierz symetryczna, rzeczywista, wiec v/ A mozna zdefiniowac

w sensie rozktadu spekiralnego

10

. Przede wszystkim musimy znalez¢

wartosci wtasne tej macierzy. W tym celu obliczam

" 5 3
5 —3

— A

det

NI W

NIO1

G- e o
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skad A = 1 lub A\ = 4. Obie wartosci wlasne sg nieujemne, a wiec ich
pierwiastkowanie ma sens.

Musimy teraz znalez¢ wektory witasne. Oznaczam wektor wtasny przez
[a, b]. Podstawiajgc do rownania

5 3
(——A)a——b:O (13)
2 2
za A, odpowiednio, 1 i 4, otrzymuje a = b w pierwszym i a = —b w dru-

gim przypadku, co po unormowaniu daje wektory (9a) jako wektory wiasne
macierzy (11).
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Obliczam

1 | [ 1 1]
V2 V2
11 -1 17 [ 3
2 2 2 2 2
11| T2 1 1= 1
_2 2_ I 2 2_ I 2

NW N

(14)

Za pomoca bezposredniego rachunku tatwo sprawdzi¢, ze (\/K> : (\/K) —

A.
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Macierzowa funkcja wyktadnicza

Funkcje wyktadniczg definiujemy jako sume nieskonczonego szeregu

ooxk

o) (15)

e’ = exp(x) =
k=0
Szereg (15) zawiera wytgcznie naturalne potegi =", nie ma wiec prze-

szkdd, by te definicje uogdini¢ na dowolne macierze kwadratowe:

exp(A) = i gAk (16)
k=0 *°

Copyright (©) 2020-23 P. F. Gora 14-17



Wiasnhosci macierzowej funkcji wyktadniczej

exp(Al) = (exp(A))T (17a)
exp(A*) = (exp(A))” (170)
[A,B] = 0 = exp(A) exp(B) = exp(A 4+ B) (17¢)

Ostatnia zaleznos¢ jest bardzo wazna. Méwi ona, ze jesli dwie macierze
komutujg, eksponenta ich sumy jest rowna iloczynowi eksponent, tak, jak
dla liczb. Jesli macierze nie komutujg, eksponenta sumy nie jest rdwna
iloczynowi eksponent. Za to zawsze zachodzi

exp(A)exp(—A) = exp(0) =1 (17d)
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Przykiad

Obliczmy
—1
exp(0z6)=exp([(1) O]B) (18a)
Zauwazmy, ze
> |0 -1 O -1|_|-1 0 |_
"Z‘[l 0”1 o]_[o —1]_]1 (18b)
a wobec tego

= —0,, 0'221[, o, =0, Iid (18c)
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Podstawiajgc do definicji macierzowej funkcji wyktadniczej otrzymujemy

exp (o:3)

gdzie skorzystaliSmy z rozwiniecia Taylora funkcji sinus i kosinus. Jak wi-
dzimy, otrzymalismy macierz obrotu ptaskiego, co nie jest przypadkowg

koincydencjg ©.

> T

k=0

i 52]« 2k_|_ i sz—l—l okt 1
= (k)7 kzo(2k+1)' :
o0 52]@ 52k+1

k
2 (1) eI Z(_ " Qk+ 1)1 7

cospBl+sinBo;,

CosfB —sinpg
sin3 cosp
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Zadanie ©

Oblicz exp (Ht), gdzie H jest macierzg Hadamarda (4).

Funkcja wyktadnicza macierzy symetrycznych, rzeczywistych

Jesli macierz jest symetryczna, rzeczywista, zachodzi

A =Sdiag{\1,..., \} ST (19a)

gdzie S jest ortogonalng macierzg, kiorej kolumnami sg kolejne unormo-
wane wektory wtasne macierzy A. Wobec tego

AF = (Sdiag{)\l,...,An}ST)k
Sdiag{...}S’Sdiag{...}S?...Sdiag{...}ST (19b)
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Wewnatrz tego wyrazenia, pomiedzy kazdymi kolejnymi wystgpieniami ma-
cierzy diagonalnej diag{. .. }, pojawiaja sie iloczyny S*'S, ktére sg rowne 1.
Zatem

A" = Sdiag{...}---diag{...}ST
) k Fézy ’
S (diag {\1,..., An})FsT
Sdiag {)\,..., AF1sT (19¢)
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Wstawiajgc to wyrazenie do definicji funkcji wyktadniczej dostajemy

©.@) 1 ©.@)

k

1
exp(A) =} —A"= ) ~Sdiag LAY

k!

k=0 k=0

= S| > adlag{k .

k=0

/\ﬁ}) st

k=0

o0 k o0 ,Xk
= Sdiag Zk—l k—} st

st (20)

Jest to zgodne z podang wczeséniej definicjg funkcji macierzy za pomocg

rozwiniecia spektralnego; patrz takze nizej, (51).

Copyright (©) 2020-23 P. F. Géra
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Przykiad

Chcemy obliczy¢

exp([_i _§]t>, (21a)

gdzie t jest liczbg rzeczywistg. Liczba ta domnaza macierz, a wiec do-
mnaza jej wartosci wtasne, nie wptywajgc na wektory wtasne. Rowna-
nie charakterystystyczne macierzy, ktorej eksponente chcemy obliczy¢, ma
postac

3—-X -4
4 3- )

%:B—AF—16=0 (21b)

a wiec wartosciami wlasnymi sg A = 7 i A = —1. Jak tatwo sprawdzic,
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wektorami wtasnymi sg

1 1
81={_\?], 62:{\?] (21¢c)
V2 V2
a wobec tego macierzg diagonalizujgca jest
1 1 1
s L[ 1 1] oo

Ostatecznie

([ 2 3))

NIFR N+~
|

= =

= =

| I |

1

o

O

| | ~
o

| O

~

| I— |

1

= =

|

[y WY

| I— |
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Sprzezenie hermitowskie

Sprzezenie hermitowskie jest ztozeniem sprzezenia zespolonego oraz trans-

pozycji. Dla macierzy rzeczywistych sprzezenie hermitowskie jest zwyktg
transpozycja.

Przykiady
_ 1-—'—
T . .
1 2 |1 32 21 | o
[—37: 4@]_[2 —42'] —3p | TP T

L 4_

[ 1 2r_ S

—1 =3 4 5> _a;
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Witasnosci sprzezenia hermitowskiego

Sprzezenie hermitowskie odwraca kolejnosc¢ iloczynu:

(AB)T = BTAT (22)
Z tego wynika, ze
(a7)" = (a9’ 23
a zatem
exp (AT) = (exp(A)) (24)
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lloczyn skalarny w C"

Dopuszczajgc wektory i skalary zespolone, musimy nieco zmodyfikowac
definicje iloczynu skalarnego, tak by uwzgledniata ona to, ze cze$¢ urojona
zmienia znak przy sprzezeniu zespolonym. W szczegdlnosci

e Vx,yeC:xo0y = (yox)™.
e Vx,y €C, a € C: (ax) oy = xo0 (a*y)

W przypadku rzeczywistych wektorow i skalaréw zasady te sprowadzajg
sie do zasad, ktére juz znamy. Nie zmienia sie wymoég dodatniej okres-
lonosci:

o Vxce(C", x#0:x0x > 0.
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Jako definicje iloczynu skalarnego w C™ przyjmujemy uogolnienie definicji

“euklidesowe;j”:

xoy =xly (25)
W tej sytuacji dlugoscig wektora jest
x| = Vxfx = J S fail? (26)
i=1
Jezeli H jest macierzg hermitowska, dodatnio okre$long
Vx €eC”,x#0:x'Hx >0 (27a)
wyrazenie
xoy = x'Hy (27b)
definiuje inny iloczyn skalarny w C™.
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Przykiad

Znajdzmy wartosci wtasne i wektory wtasne macierzy obrotu ptaskiego.
W tym celu znajdujemy rdwnanie charakterystyczne:

cCosg— A —sing

sin 3 CosfB — A
Znaleziony wielomian charakterystyczny nie ma pierwiastkdw rzeczywi-
stych (poza przypadkiem sin 8 = 0), gdyz jest sumg dwu sktadnikow
nieujemnych. Istniejg dwa pierwiastki zespolone: Ay = cos g + ¢sin S,
Ao = cos B — isin 5. Zauwazmy, ze |\1| = |Ap| = 1. W celu znalezienia
wektorow witasnych podstawiamy jedng z wartosci wtasnych do rownania
definiujgcego wektory wiasne:

a(cosB —(cosp+isinB))+b(—sinpB) =0 (29a)
—ia—b=0 (29b)
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Rownanie na drugi wektor wiasny bedzie sie rézni¢ jedynie znakiem przy i.

Wektorami wtasnymi sg

€1 —

Zauwazmy, ze wektory (30

w sensie (25).

1
V2
i

V2

Sg unormowane w sensie

€r —

S S

26

(30)

| ortogonalne
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Sprawdzamy:

cosB —sinf 1 [cosB —sing 1
sinB cosg |t T V2| sing  cosp —i
1 [ cosB+ising
— —Q_Sinﬁ—z'cosﬁ
1 cos B+ isin 3
2| —i(ising+cosp) |
= \%(cosﬁ—l—ismﬁ)
= (cospB+1isinfB)eq (31)

| analogicznie dla drugiej pary wartos¢ wtasna-wektor wiasny.
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Macierze unitarne

Macierz U € C"*"™ nazywam macierzg unitarng, jezeli

Ulu=Uuul =1 (32)

Macierze unitarne sg uogolnieniem pojecia macierzy ortogonalnych na
przypadek zespolony. Wtasnosci macierzy unitarnych:

1. U-l=ur.
2. |detU| = 1. Istotnie, 1 = detl = det (UTU) = (det UT> (det U)
= (det U)* (det U) = |det U|°.

3. Macierze unitarne w C"*"™ tworzg grupe. Dziataniem grupowym jest
mnozenie macierzy.
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4. Kolumny macierzy unitarnej sg unormowane w sensie

26

| wzajem-

nie prostopadte w sensie (25). Kolumny macierzy unitarnej tworzg

baze w C™.

5. Macierz unitarna zachowuje iloczyn skalarny. Istotnie,

(Uu) o (Uv) = (Uu)' (Uu) = ufUTUv = ufv =uov.

6. Kazda rzeczywista macierz ortogonalna jest unitarna.

Copyright (©) 2020-23 P. F. Gora
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Macierze hermitowskie

Mowig, ze macierz H € C™*" jest hermitowska, jezeli

H' = H (33)

Macierze hermitowskie sg uogolnieniem pojecia macierzy symetrycznych,
rzeczywistych na przypadek zespolony i dzielg z nimi szereg wiasnosci.

e Kazda macierz symetryczna, rzeczywista jest hermitowska.

e WartosSci wtasne macierzy hermitowskich sg rzeczywiste, cho¢ odpo-
wiadajgce im wektory wtasne mogg by¢ zespolone.
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e Wektory wtasne macierzy hermitowskich do réznych wartosci wtasnych
sg ortogonalne w sensie (25).

e Unormowane wektory wtasne macierzy hermitowskiej tworzg baze w C™.
e Macierz hermitowskg mozna zdiagonalizowa¢ za pomoca unitarnej
transformacji podobienstwa
diag {\1, A2, ..., A} = UTHU (34)

gdzie kolejne unormowane wektory witasne H stanowig kolejne ko-
lumny unitarnej macierzy U.

e Odwrotnos¢ macierzy hermitowskiegj, jesli istnieje, jest hermitowska.

e Kazda unitarna transformacja podobienstwa (nie tylko transformacja
diagonalizujgca) zachowuje hermitowskosc.

e Jezeli macierz H jest hermitowska, macierz exp(itH) jest unitarna.

Copyright (©) 2020-23 P. F. Gora 14-36



Istotnie,

(exp(itH))T = exp ((itH)T> = exp (—z'tHT) = exp(—itH)
(35a)
wobec czego

exp(itH) (exp(itH))T = exp(itH) exp(—itH) =1 (35b)
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Przykiad

Znajdzmy wartosci i wektory wtasne macierzy

"0 0 0 1]

o 0 i o0
H=10 _i 0 o0 (36)

'1 00 0

Jest to macierz hermitowska. W celu znalezienia wartosci wtasnych obli-
czamy

-A 0 0 1°
0 -A i O
0 —i —A O
1 0 0 —A.

Jest to wyznacznik 4 x 4. Obliczymy go korzystajgc z rozwiniecia Laplace’a

P(X) = (37)
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wzgledem pierwszej kolumny

—A O 0 0O 1
P = (DT 5 X o041 —x o0
O 0 =X —i —AXA 0
= M=+ N-0%2-1D)=21*—2)\°+1
= (P -1)?=0-1°0+1)° (38)
Warto$ciami wikasnymi sg A = 1, A = —1, obie dwukrotnie zdegenero-

wane.

Aby znalez¢ wektory wiasne odpowiadajgce A = 1 podstawiamy te war-
tos¢ i wektor o sktadowych oznaczonych a, b, ¢, d do rébwnania Ax = A\x
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| otrzymujemy

—a +d
—b + ic
—ib —c
a—d

=0 (39a)
0 (39b)
o) (39c¢)
0 (39d)

z ktérych tylko dwa sg niezalezne. Wektory wtasne do wartosci wtasne;
A = 1 zalezg od dwoch parametréw i muszg miec postac

| jak dtugo majg posta¢ (40

a
1c
C
a

(40)

, mozna je wybra¢ dowolnie. Wygodnie je
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dobra¢ tak, aby byty ortogonalne, na przyktad (po unormowaniu)

_l_ ) 1_
2 2
i3 _3
— | 2 — 2
€1 1 y €2 1
2 -2
1 1
| 2 | 2
Powtarzamy te samg procedure dla A = —1.:
a+d = O
b+ic = O
—ib+c = 0
a+d = O
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wobec czego wektory wtasne do wartosci wkasnej A = —1 muszg mieC

postac

Zauwazmy, ze wszystkie wektory postaci

(43)

sg ortogonalne do juz zna-

lezionych wektorow eq, e>. Jako wzajemnie ortogonalng pare wektorow

postaci (43) wybieramy

1 1

2 2

_ 1 7

_ 5 2
ez = 44
3 1 ] (44)

2 2

1 _1

2 2
14-42
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Rozklad spektralny macierzy hermitowskiej

Niech H € C"*" bedzie macierzg hermitowska, {;}7_; jej wartoSciami
wlasnymi, a {e;}"_; odpowiadajgcymi im unormowanymi wektorami wia-
snymi, tworzgcymi baze w C". Woéwczas rozktad spekiralny macierzy H
ma postac

n
1=1
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Rozklad spektralny a funkcja wyktadnicza

Przypu$émy, ze jakas macierz B € CN* posiada rozktad spektralny

N
=1
gdzie wektory e;,j = 1,..., N spetniajg
ejoe, = e;-ek = 0k (47)
(wektory e; sg unormowane i wzajemnie ortogonalne). Wiemy, ze macie-
rze hermitowskie oraz symetryczne, rzeczywiste posiadajg rozktady spek-

tralne postaci (46), ale takze pewne inne macierze posiadajg rozktad tego
typu.
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Wowczas, po pierwsze,

N " N
Bel = Z >‘J ejejel == Z )\] ej 5][
= A€ (48)
czyli wektor e;,1 = 1,..., N jest wektorem wtasnym macierzy B do war-
tosci wiasnej ;.
Po drugie,
eje; - epe;, = e; (e‘7 oey) e ik €€ (49)
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Zauwazmy, ze

2
N
2 _ _
B = (Z )\j e]e;r> — (Z )\j e]e;r> (Z Akeke£>
al P ;
= Z )\j)\ke]e‘7 epe; = Z Ojk AjAL €j€L
J,k=1 J,k=1
= > >\]2-eje;r (50)
j=1

| podobnie dla wszystkich poteg B, n € N.
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Wobec tego dla dowolnego a € C

O n O

exp(aB) = Y LB"=Y} al z N ejel

|
n=0 n: n— On =1

= %(i%ank”) eje!

|
jann

Zl e eje;. (51)

Jest to zgodne z podang wyzej, (10), definicjg funkcji macierzy poprzez
rozwiniecie spektralne.
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