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1. Niech ( 2
1 r—x
xo, 0% sa parametrami. Oznaczmy (k € N)
<xk> = /:L'kp(x) dx (1b)
<xk> nazywam k-tym momentem centralnym rozktadu normalnego. Oblicz
@ (z)
(b) ((x —x0)?)
Rozwigzanie:
L7 (v — 20)*
2 2 r — X
((x —0)?) Noroe (x —x)” exp (— 52 ) dx
17 2
= \/ﬁ y? exp <—2i2) dy (1c)
Mamy
/ exp(—kz?)dx = \/?
k
d [ , d [x
o exp(—kz)dz = V%
/(,ﬁ) exp(—kz?) dz dik %
yi 9 9 1 /=
— | 2z exp(—kz?)dx = 5\ 73 (1d)
Podstawiajac k = 1/(202) otrzymujemy
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x—2x 2 = — . . = 0'2 16
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© (2%)
) ((z—z0)*)
2. Oblicz catke
jj(w + )t dx dy 2)

D
gdzie D jest kwadratem o wierzchotkach (—1,0), (0,1), (1,0), (0, —1).

Rozwiazanie: Dokonuj¢ zmiany zmiennych

1
x :?(114—11):> T+y =u (3a)
y =3(u-v) r—y =
Jakobian przeksztalcenia (3a) wynosi
1 1
2 2
D(x,y) 1
J= - =_= 3b
D(u,v) i -3 2 (30)

a obszar D jest obrazem obszaru A, bedacego kwadratem o wierzchotkach (—1,—1), (1, -1),(1,1), (-=1,1).
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Wobec tego
ff(x+y)4dxdy = fu4 —‘dudv
D A
L 1 10 2
= f/dv/u4du:f~2- —ub == (30)
2 2 5 1., 5
1 2

3. Oblicz catke

f j dx dy @
w2 4y2<l V a? +y?
4. Oblicz objetos¢ bryly ograniczonej powierzchniami
z=z+y,ay=1,zy=2,y=a,y=2x,2=0, (x>0, y>0) 5)
Proszg sprobowaé zwizualizowaé sobie tg bryte, a w szczeg6lnosci jej podstawe (obszar catkowania).

5. Za pomoca catki podwdjnej znajdz pole elipsy o réwnaniu

2?2

9—1—672:1 (6)

Wskazéwka: Prosze postuzy¢ si¢ eliptycznym uktadem wspétrzednych.
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6. Znajdz objetos¢ elipsoidy
x Y 2= _ 7

Rozwiazanie: Objetos¢ dana jest wzorem

V= jﬂ dx dy dz (8a)
E
gdzie E jest rozwazang elipsoida.
Wprowadzamy wspétrzgdne “elipsoidalne”:
T =a-rcosfcosp
y =b-rcosfsing (8b)
z =c-rsinf

re[0,1],0 € [-m/2,7/2], ¢ € [0, 2n]. Jakobian tego przeksztatcenia wynosi |J| = abcr? cos 6. Otrzymu-

jemy
2¢ /2 1
vV = /dz;S / da/abcr%osedr
0 —m/2 0
" 1,0 2 2
= 2mabe / cos 0 do §r3 :gwabcsineﬁfﬂzgwabc(l—(—l))
—m/2 0
4
= gﬂ'abc (8¢c)

7. ZnajdzZ potencjat grawitacyjny pochodzacy od jednorodnej kuli o masie M i promieniu R wewngtrz tej kuli,
to znaczy w odlegtosci 0 < L < R od $rodka kuli.
Wskazéwka: catkujac po zmiennej radialnej, rozwaz przypadki r» < L, r > L.

8. Dany jest sferycznie symetryczny obtok materii, ktérego gestos¢ spada wyktadniczo wraz z odlegtoscia od

centrum obtoku:
r
p(r) = po exp (—) )
To

po > 0,719 > 0 sa parametrami. ZnajdZ potencjat grawitacyjny w odlegtosci L od centrum obtoku.
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