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1. Cigg Fibonacciego jest zdefiniowany nastepujgco: a1 = 1, a» = 1,

an = ap_1+a,_odlan=3,4,5,.... Udowodnij, ze 3 |ayg,,, t0 zna-
czy, ze wyrazy ciggu Fibonacciego postaci a4, n € N, sg podzielne
przez 3.

(0-3pkt)

Sprawdzam, czy teza zachodzi dla n = 1.

a4=a3—|—a2=a2;|;a1—|—a1 =a>+2-a1=14+2=3 (1a)
czyli teza dla n = 1 zachodzi.

1 pkt
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Zaktadam, ze dla pewnego k zachodzi a,;, = 3s, gdzie s € N.

A4(k+1) = Q4k4+4 = Q4543 T Q4k42 = Q442 :|: A4f+1 TA4%42
a4k+3
= 2-agp42 + aagpt1 = 2 (agp41 + aar) tagp41
Aqf+2
— 3-a4k_|_1—|—2-a4k=3-a4k_|_1—|—2-33
= 3(agg41 + 5) (1b)

co jest podzielne przez 3, gdyz s, asi41 € N. Zatem, na mocy twier-
dzenia o indukcji matematycznej, teza zachodzi dla kazdego n € N.

2 pkt lub 1 pkt w przypadku drobnych pomytek
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2. Rozwigz rownanie
7T X 7T T 7T
sin{—+—] —sin|———] = —Ccos— 2a
(5 T 2) (5 2) 5 (23)
(0-3pkt)

Korzystam ze wzordw na sinus sumy i roznicy katow:

. T €T . ZT . T €T mw . X 7T
sm—cos——l—cos—sm——(sm—cos——cos—sm—) = — COS—
5 2 5 2 5 2 5 2 5
(2b)
T . o 7T
2C0OS—SIN— — — CO0S—
5 2 5
(2¢)

1 pkt
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Poniewaz cos ¢ # O,

2siny = _—1
2

. XL
—sin—- =
2

sin <7r—|—§> =

To daje dwie serie rozwigzan:

N |+~

N |~

Pierwsza:
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Copyright © 2021 P. F. Géra



Druga:

w+g = 77—%—|—2k’7r (2))
T s 117
5 116 + 2k'n c + 2k7 (2K)
o Tﬁ + Akn (21)

Po 1 pkt za kazdg serie
lub 1 pkt za obie serie, ale z drobnymi pomytkami
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3. Rozwigz robwnanie
34+ 32°4+4x4+2=0 (3a)
(0-3pkt)

Wielomian ma wspoétczynniki catkowite. Widzimy, ze + = —1 jest
pierwiastkiem wielomianu: —1 4+3 -4 4+ 2 = 0.

1 pkt

Mozemy podzieli¢ wielomian przez dwumian x — (—1) = = + 1:

(z 4+ 1) (box? + byx + bg)
box> 4+ (bo + by)z? 4 (by + bo)z + b
(3b)

23 4 322 + 42 4+ 2
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Porownujgc wspotczynniki przy poszczegolnych potegach, widzimy, ze
b2 =1, bl = 2, bo = 2, zatem

3 432° 4+ 4242 = (x4 1)(z° + 2z + 2) (3c)

1 pkt

Réwnanie
2 +2x4+2=0 (3d)
rozwigzujemy standardowym sposobem: A =22 — 4.2 =4 -8 =
1 pkt
Ostatecznie rozwigzaniami réwnania (3a) sg liczby x = —1, z =

—1 -2,z =—-1+41:1.
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4. Znajdz wartosci wtasne i unormowane, wzajemnie ortogonalne wek-
tory wtasne macierzy

(0-7pkt)

T = BN

oOonN -
onNnOoO

N OO

(4a)

Zaczynamy od znalezienia rownania charaktierystycznego macierzy

4a)):

4

1
1

1

A

1
2—A
O
O

1
O
2—A
O

1

O

O
2—A

=0 (4b)

Bede obliczat ten wyznacznik korzystajgc z rozwiniecia Laplace’a we-
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dtug czwartej kolumny:

4 — )\ 1 1 1
1 2-Xx 0 0
1 0 2—-X 0
1 0 0 2-2\
1 2-Xx O
=1-(-D*|1 0 2-A|40-C.)4+0-(..)
1 0 0
4 — )\ 1 1
+ 2N -(=D**| 1 2-x 0
1 O 2—A

SR CEPYEE R CEPVIICEDIICEPEENCEPYENCEDY]
=(2-NM2(8—-4X—22+ )X -2-1)
=2-X)N=-61+5)=0—-2)’A—1)(A=5) (4c)
= 2% — 1003 +33)%2 — 44X+ 20 (4d)

10
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Z postaci (4c), ktora “naturalnie” pojawia sie przy tym sposobie ob-
liczania wyznacznika, natychmiast widac, ze wartosciami wtasnymi
macierzy (4a) sa A = 1, A = 5, A = 2, przy czym ta ostatnia jest
dwukrotnie zdegenerowana.

3 pkt

Jesli ktoé nie wytaczyt wspolnego czynnika (2 — \)?2 przed nawias,
tylko wszystko wymnozyt i otrzymat postac (4d), musi “recznie” zna-
leZz€ wartosci wtasne, co zostanie omowione w nastepnym zadaniu.

Szukam wektora witasnego do wartoéci wtasnej A = 1. Niech wek-
tor ten ma postac [a, b, ¢, d]. Podstawiajgc do réwnania definiujgcego
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wektor wiasny, Ax = A\x, otrzymuje

(3a+b+c+d=0
a+b=0
<a+c:0 (4e)
L a+d=0
Tylko trzy z tych rbwnan sg niezalezne. Natychmiast widac, ze b =
c = d = —a, zatem po unormowaniu pierwszy wektor wiasny ma
postac
- -
2
_1
2
X1 = 1 (4f)
2
_1
2
1 pkt
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Wektor wlasny do wartosci wtasnej A = 5:

(—a+b+c+d=0

a—3b=0
<CL—3(:=O (49)
L a—3d=0
b= c = d = 3a, WigC po unormowaniu
a
)
1
xp = | 2Y3 (4h)
| 2V3 |
1 pkt
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Wektory wtasne do zdegenerowanej wartosci wtasnej A = 2 spetniajg

(2a+b+c+d=0
a=20 :
< a=20 (41)
a—=20

\

wiec a = 0O i trzeba wybraé dwa wzajemnie ortogonalne, unormowane
wektory spetniajgce

b+c+d=0 (4))

1 pkt
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. ha przyktad

X3 = X3 =

~ o&"‘ @)

V2

(4K)

ale jest nieskonczenie wiele poprawnych par wketoréw spetniajgcych

podane wymagania.

1 pkt

Copyright © 2021 P. F. Gora

15



5. Zbadaj przebieg zmiennosci (dziedzina, granice na krancach dzie-
dziny, ekstrema, przedziaty monotonicznosci, punkty przegiecia) funk-
Cji
1l 5 54 3 2
f(:c)zga: — 5% + 112> — 222+ 20x + 1 (5a)

(0-7pkt)

Badana funkcja lest wielomianem, wiec jej dziedzing jest caty zbior
liczb rzeczywistych, R, a granice na krancach dziedziny wynoszg

1
lim (—:1:5 28 + 1123 — 2222 + 20z + 1) = —oo(5b)
r——oo0 \ b 2
1
lim (—xS _ 2,4 + 1123 — 2222 + 20z + 1) = +400(5¢)
x——+oco \ b 2

1 pkt
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Obliczam pochodna;:

f!(z) = 2% — 1023 4 3322 — 44z + 20 (5d)

Jest to ten sam wielomian, co wielomian charakterystyczny (4d) w po-
przedni zadaniu. Je$li ktos znalazt pierwiastki tego wielomianu, nie
musi powtarzaé tego kroku. Jesli kto$ skorzystat z postaci iloczynowej
nie wymnazajgc wszystkich czynnikdw, powinien postgpi¢ jak naste-
puje:

Wielomian (5d) ma wspoétczynniki catkowite, a jedny z pierwiastkdw
jest x = 1. Dzielimy wielomian (5d) przez dwuian = — 1:

z* — 1023 + 332° — 442 + 20 = (z — 1) (b3z> 4 box® + byz + bg)
= bgz” + (b — b3)z> + (b — b2)a® + (bp — b1)z — by (5e)
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Poréwnujgc wspotczynniki przy odpowiednich potegach otrzymujemy
bz = 1,bo = —9, b1 = 24, bg = —20, czyli

4 — 102343322 —-442420 = (z— 1) (x> —92° 4242 —20) (5f)
Powstaty wielomian trzeciego stopnia takze ma wspoétczynniki catko-
wite, a jego pierwiastkiem jest x = 2. Zatem

% — 1023 4+ 3322 — 442 4+ 20 = (z — 1) (23 — 922 4+ 242 — 20)
=(zx—1)(x — 2)(02:1:2 + c1x2 + cp)
= (z — 1)(coz® + (1 — 2¢2)2” + (co — 2¢1)z — 2¢0)  (59)
co=1,¢1 = —7,co= 10, czyli

% — 1023 4+ 332° — 442+ 20 = (z — 1)(z — 2)(z° — 7z + 10)
= (z—1)(z —2)*(z—5) (5h)
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Miejscami zerowymi pochodnej sg x = 1, x = 2 (dwukrotne) i x = 5.

3 pkt

Obliczam drugg pochodna:
F'(z) = 42> - 3022+ 662 —44 = 2(22> — 1522+ 332 —22) (5i)

tatwo sprawdzi¢, ze f/(2) = 2(2-8 —15-4+433.2-22) =0
oraz

(z) = 2(x —2)(z° — 11z + 11)

= 4(:1:—2)(:1:—11—\/%) (x—ll \/ﬁ> (5))

4 4 PR

2 pkt
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Poniewaz f"/(1) = —4, w punkcie z = 1 funkcja (5a) ma maksimum
rowne fmax = 1&. f”(5) = 36, wiec jest tam minimum wynoszace
fmin = —%. Aby zbada¢ charakter punktu = = 2 obliczam trzecig
pochodng:

fO)l(z) = 1222 — 60z + 66 = 6(2x2 — 10z + 11) (5K
f3)(2) = 6(8-204+11)=-6#0 (51)
a wiec nie ma tam ekstremum, a jedynie punkt przegiecia. Pozostate

punkty przeciecia lezg w punktach =z = % + @. Funkcja rosnie od
—oo do 1, maleje od 1 do 5 i roénie od 5 do 4.

1 pkt
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10

X5/5-5x*42411x3—22x2+20x+1

-35
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