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Liniowe rownania rozniczkowe

Rownaniem rozniczkowym liniowym rzedu n nazywam rownanie

dn dn— 1 dn— 2
an(@) - Fan_1(@)" —Jtan_a(@) g +a1($)—+ao(w)y = f(x)
(1)
gdzie an(x) # 0 w pewnym pasie 0 < =z < X. Na ogo6t zaktada sie,
ze funkcje ag(x),a1(x),...,an(x), f(x) sa ciggte. W takim przypadku
rownanie (1)) spetnia zatozenia twierdzenia Picarda, a wobec tego posiada
ono jednoznaczne rozwigzanie.

Rownania takie odgrywajg wazng role w wielu dziatach matematyki stoso-
wanej.

Jezeli f(x) = 0, rébwnanie (1)) nazywa sige réwnaniem jednorodnym. W prze-
ciwnym wypadku méwimy o réwnaniu niejednorodnym.
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Twierdzenie 1. Jezeli y1 (x) i y>(x) g rozwigzaniami jednorodnego row-

nania (1)), to takze kazda kombinacja liniowa oy (xz) + By>(x) jest jego
rozwigzaniem.

Rownanie (1) mozemy zapisac jako

L(z)y = f(z) (2)
gdzie

n n—1
L(r) = an(@) o+ an 1 @)+ ar@) ot ag() (3

jest operatorem liniowym w pewnej przestrzeni funkcyjnej (takiej, aby wszyst-
kie rézniczkowania byty dobrze okre$lone). Widzimy, ze wszystkie liniowo
niezalezne rozwigzania jednorodnego réwnania rozpinajg jgdro (ang.

kernel) operatora (3). Elementy jgdra nazywa sie rozwigzaniami funda-
mentalnymi.
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Istnieg metody znajdywania analitycznych rozwigzan pewnych typow row-
nan rézniczkowych liniowych o nie-statych wspoétczynnikach. W ogdlnosci
mozna powiedzie¢, ze rozwigzanie ogdlne réwnania niejednorodnego jest
kombinacjg liniowg rozwigzan fundamentalnych (elementéw jadra opera-
tora (3).
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Réwnanie liniowe rzedu »n o statych wspoétczynnikach

Jezeli w jednorodnym rownaniu (1)) wszystkie wspotczynniki sg state, aj(z) =
const, otrzymuje jednorodne réwnanie liniowe o statych wspétczynnikach™:

dny dn—ly dn—Zy
+ an_zdmn—Q

d
+odaZtay=0 (4)
dx

*W tym wypadku bez straty ogélnosci mozna przyjac, ze a, = 1.
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Wiadomo, ze réwnanie takie mozna zastgpi¢ przez pewien uktad réwnan
pierwszego rzedu. Za pomocg transformacji omawianej na poprzednim

wyktadzie otrzymujemy

4 dyn
o + ap—1Yn + an—2Yn—1 + ap—3Yp—2+ - +ai1y> +agy1 =0
. dyn—1
Yn —

d
3 _ C%yn—Q
Yn—1 — A
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W zapisie macierzowym

Yn —ap—-1 —Aap—2 —AaAdp-3 ... —aA1 —ag Yn

Yn—1 1 0 0 0 0 Yn—1

d | Yyp—2 | _ 0 1 0 0 0 Yn—2
dy | T 0 0 1 . 0O O :
Yo Yo

Y1 O 0 0 - 1 0] (7

macierz nxn

(6)

W ten sposob réwnanie sprowadzilismy do postaci uktadu n réwnan
liniowych pierwszego rzedu, czyli do rownania liniowego rzedu pierwszego
W przestrzeni n-wymiarowe|.
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Rozwigzanie rownania jednorodnego o statych wspotczynnikach

Postuluje, ze rozwigzanie liniowego réwnania jednorodnego (4) ma postac
y(z) = Ae’, gdzie A = const. Wéwczas dy/dz = Ay, d?y/dz? =
A2y itd. Po podstawieniu do (4) i podzieleniu stronami przez e** dostaje

A+ a, N a, AN 24 daidtag=0 (7)

Rownanie (7) jest rownaniem wielomianowym stopnia n. Posiada ono do-
ktadnie n pierwiastkéw, liczac z krotno$ciami. Poniewaz wspotczynniki
rownania (/) sg rzeczywiste, rozwigzania sg albo rzeczywiste, albo parami
sprzezone.
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Jezeli wszystkie pierwiastki rownania (7)) sg jednokrotne, rozwigzanie ogoline
rownania (4) jest kombinacjg liniowg wyrazen exp(Aix), gdzie A sg pier-
wiastkami rownania (7). Jezeli wystepuje dwukrotny pierwiastek, powiedzmy
As, W rozwigzaniu pojawiajg sie cztony exp(Asx) oraz x-exp Asz. Dla pier-
wiastka trojkrotnego — exp(Asz), = - exp Asx oraz x2 - exp Asx etc.

Poniewaz wspolczynniki a;, sg rzeczywiste, wszystkie pierwiastki A, sg
albo rzeczywiste, albo wystepujg w parach sprzezonych. Oznacza to, ze
otrzymane rozwigzanie jest zawsze rzeczywiste, gdyz state mozna dobrac
tak, ze wszystkie zespolone funkcje wyktadnicze zostang zastgpione przez
kombinacje liniowe funkcji sinus i kosinus.
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Przykiad 1

Oscylator harmoniczny opisany jest rownaniem rézniczkowym

Zaktadamy, ze x = Ae™ dostajemy
A+ w?=0 (8b)
skad A\ = +iw i rozwigzania majg postac
z(t) Aewt 4 Be—wt
= Acoswt+ Bsinwt (8c)

Zauwazmy,ze A = A+ B, B = i(A — B) i je$li A* = B, rozwigzanie
jest rzeczywiste.
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Przykiad 2

Rozwigzanie ogdlne rownania
d%y d3y d2y dy
—+10——|—35——|—50——|—24y—0
dx? dy3 dx?

ma postac

y(r) = Ae "+ B e 2T 4 Ce 3% 4 De 47,

(9a)

(9b)
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Przykiad 3

Rozwigzanie ogdlne réwnania

d3z d2
— 3— =0 10a
03 dt2 + + z (10a)
ma postac
2(t) = Ae P+ Bte P+ ct?et. (10b)
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Przykiad 4

Ttumiony oscylator harmoniczny opisywany jest rownaniem

gdzie v > 0. Podstawiajac = = e** dostajemy

M4+ A+w? = 0

(11a)

(11b)

(11c)

Musimy teraz rozpatrzy¢ trzy przypadki, w zaleznosci od znaku wyrazenia

podpierwiastkowego.
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l. Przypadek oscylacyjny

772 < w?. Wowczas X = —3v £ i, gdzie Q = \/‘%72 — wQ‘ i rozwia-
zanie 0go6lne ma postac ttumionych oscylaciji:
o(t) = Ae—%’yteiﬂt_l_ge—%’yte—if?t
1y Ll
= Ae 27" cos(2t) + Be 27" sin(2t)
1
= Ae 27" cos(Qt + ) (11d)

Dla v = 0O otrzymujemy zwykty, niettumiony oscylator harmoniczny.
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Il. Przypadek przettumiony

%vz > w?2. Wowczas obie wartoéci A\ sa rzeczywiste, rozne od siebie
| ujemne. Rozwigzanie ogdlne przybiera postac

x(t) = Aexp { (;fy\/élﬂsz)t + B exp {( 7+\/1 2 w2) t]

(11e)
lll. Przypadek graniczny

%72 w?. Wéwczas A = ——7 jest pierwiastkiem podwojnym i rozwigza-
nie ogblne przybiera postac

2(t) = e 37 (A + Bt) (11f)
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Sformutowanie macierzowe

Widzielismy, ze rbwnanie n-tego rzedu (4) jest rownowazne n-wymiarowemu
rownaniu pierwszego rzedu (6), ktérego rozwigzaniem jest

y(z) = exp (Az) yo (12)

gdzie y(0) = ygq, natomiast A jest macierzg z prawej strony réwnania (6).
Jak wiadomo, aby obliczy¢ funkcje wyktadniczg macierzy, nalezy znac jej
wartosci i wektory witasne. Czy mozemy cos$ powiedzie¢ o wartosciach
witasnych macierzy A?
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Rownanie charakterystyczne macierzy A wyprowadzam korzystajgc z roz-
winiecia Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny:

[ —ap-1— A\ —ap->2 —ap-3 ... —ai —aog |
1 —A 0 0 0
0 1 —A 0 0 _
det 0 0 1 o o0 |=
_ " 5’ : PR _
-\ 0 0] 0 ] [ —a,_0 —an_3 —a1 —ag |
1 -2 0 0 1 —A 0 0
(—an_1—N)det| 0 1 0 0 | 4+(-1)3det 0 1 0 0
_ FONEA SR | _ o s g |
Wa
= (—]_)n(an_]_ + )\))\n—l - WQ
= (=1)"(an1+ DN+ (=1)" 20, A" 2+ W5 = ... (13)
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Ostatecznie stwierdzamy, ze warto$ci wtasne sg pierwiastkami rownania

AN+ a, A" L da, NP4 +adA+ag=0 (14)

Jest to rownanie identyczne z uprzednio wyprowadzonym rownaniem (/).
Po raz kolejny potwierdza sie w ten sposob réwnowaznos¢ podejs¢ po-
przez jedno rownanie n-tego rzedu vs. uktad n-réwnan pierwszego rzedu.
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Uzmiennianie stalej ©

Zachodzi nastepujgce

Twierdzenie: Rozwigzanie ogolne rownania niejednorodnego o statych
wspotczynnikach jest sumag rozwigzania ogolnego rownania jednorodnego
| dowolnego rozwigzania szczegblnego rownania niejednorodnego.

Twierdzenie to pozwala znalez¢ rozwigzanie réwnania niejednorodnego
w dos¢ fatwy sposdb. Wystarczy wiec znalez¢ dowolne rozwigzanie row-
nania niejednorodnego. Dla “przyjaznych” prawych stron daje sie to zrobic
metodg uzmienniania statej. Jezeli C' - exp(Ax) jest jakims rozwigzaniem
rownania jednorodnego, rozwigzania szczegotowego poszukujemy w po-
staci

y = C(z) -exp(Azx) (15a)
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Wowczas

W _ 9C o) + (@) (15b)

X . dx dx
= exp(A 2—exp A A e 15¢C
dx2 dx2 p(Az) + dx P Az + A%y (x) ( )

Wyrazenia (15) wstawiamy do rownania niejednorodnego. Po uporzgdko-
waniu wyrazéw otrzymujemy réwnanie rézniczkowe na C'(x), prostsze od
rownania wyjsciowego.
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Przykiad 5

Rozwigzmy problem Cauchy’ego

(dy B
<£—|—ay = f(z) (16a)
|y (z0) = Y0

gdzie o = const, a f(x) jest jakas znang funkcjg. Rozwigzania poszuku-
jemy dla x > xq.

Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne

d
Y tay=o, (16b)
dx
ktorego rozwigzaniem jest
y=A-e . (16¢)
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W celu rozwigzania réwnania niejednorodnego “uzmienniamy statg”, po-
stulujgc

y(z) = A(z) - e, (16d)
co po podstawieniu do rownania (16a) daje
Z—? e —aA e_o‘xj +a A ey_o‘m = f(x) (16€)
dy
dx
A
A flay e (16f)
dx
wobec czego
T
A(x) = /f(as/) e do! + C (169)
L0

gdzie C jest statg catkowania, ktorej warto§¢ wyznaczymy pdzniej z wa-
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runku poczatkowego.
Ostatecznie
T
y(z) = yoe 2 0) 4 [ =0 (at) ao (16h)
xQ

Zauwazmy, ze y(xg) = wyo, €O jest zgodne z warunkiem poczatkowym
| odpowiada wartosci statej catkowania C = yg exp(a zg).

Jezeli o > 0, dla =z > =z pierwszy czton po prawej stronie (16h) staje
sie zaniedbywalnie maty — uktad “zapomina” swoje warunki poczatkowe.
Jezeli o < 0, rozwigzanie staje sie rozbiezne.
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Przykiad 6

Na gtadkim stole lezy jednorodny, nierozciggliwy sznur. Poczgtkowo 1/4
diugosci sznura zwisa pionowo w dét. Znalez¢ czas, po ktérym caty sznur
spadnie ze stotu, jezeli w chwili t = 0 jego predkosc¢ jest rdwna zeru,
a catkowita dtugo$¢ sznura wynosi I.

Rozwigzanie: Oznaczmy mase catego sznura przez m. Sznur jest jed-
norodny, wiec ma statg gestos¢ liniowg p; = m/l. W danej chwili na
stole lezy fragment sznura o dtugosci x, wobec czego ze stotu zwisa frag-
ment o dtugosci [—x. Na zwisajgcy fragment sznura dziata sita ciezkosci
F = —(l—x) - p; - g, gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Sita ta,
dziatajgc na cafty sznur, zgodnie z drugg zasadg dynamiki powoduje ruch
Z przyspieszeniem

1
a=—F. (17a)
m
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Poniewaz

d?x
= —— 17b
“=-—5 (17b)
musimy rozwigzan rownanie rézniczkowe
d?x 1 m 1
R Gl g( zx) 17e)
d?x Joi
TS = 17d
27 g (17d)
z warunkami poczgtkowymi
3
_n = —1 17e
Llt=0 4 ( )
d
& = 0 (17)
Rozwigzawszy réwnanie (17d) musimy znalez¢ czas, po ktérym x = O.
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Zaczynamy od rozwigzania réwnania jednorodnego

% ~Ja= (179)
Podstawiamy = = e*. Woéwczas dx/dt = AeM, d2z/dt? = A2e .
Podstawiajgc powyzsze do (17g) otrzymujemy
A2t T A — g (17h)
A2 % = 0 (17i)
A = + % (17])
A zatem rozwigzaniem ogoélnym réwnania (179) jest
5(t) = A - exp (\/%Q + B-exp (—\/%s) (17K)
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Aby rozwigza¢ réwnanie niejednorodne (17d
mujemy
_ g
x = A(t)exp (\Et)
& = @ (V1) +y e ()
— = — eX =t = A ex =t
dt dt P ( [ ) + [ P [
d?x d? A g gdA
— = —— ex =t 2,/ — ex
dt? a2 P (\ﬂ ) + Ldt

, “Uzmienniamy statg”. Przyj-

(171)
(17m)

(/50 + 210029

(17n)
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Teraz podstawiamy do (17d):

24 oo (10) #2714 oo (10 + 2400 (20

7

d2x
a2
—%A exp (ﬁt) = —g (170)
. 2 ’
d2 A gdA _ 7
—qg exp | —/=t 17
2 T T @ J p(\/;) (17p)

Podstawiajgc dA/dt = C' otrzymujemy

g+2\/%02—g exp (—\/%t), (17q)

ktore to rownanie nalezy do kategorii omawianej w (16)), przy czym catko-

Copyright © 2021 P. F. Géra 31-28



wanie jest bardzo proste.
t
C(t) = Dexp (—2\/%5) — gexp (—2\/%5) /exp ( %t’) dt’
0

D exp (—2@75) — \/& exp (—ﬁt) (17r)
A = Dexp (—2\/%0 + lexp (—\/?t) + £ (17s)

gdzie D, £ sg statymi, ktérych warto$¢ nalezy ustali¢ na podstawie warun-
kow poczatkowych.

Podstawiajgc do (17/1), jako rozwigzanie ogolne rownania (17d) dostajemy

x(t) = Dexp (—ﬂt) + £ exp (ﬁt) + 1 (171)

Zauwazmy, ze w rozwigzaniu tym sg obecne oba rozwigzania fundamen-
talne wystepujace w rozwigzaniu rownania jednorodnego (17kl), natomiast
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x = const = [ jest szczegdlnym rozwigzaniem réwnania niejednorod-

nego.

Wreszcie na podstawie warunkéw poczatkowych ustalamy warto$¢ statych

D, E:
3
D+EHIT = Zl (17u)
—\/% D+ \/% £ = (17v)
| ostatecznie
1
x(t) =1 (1 — —cosh (ﬁt)) (17w)
4 [
Czas, dla ktérego = 0, wynosi
[ [
tmax = far cosh4 ~2.06,/—. (17x)
g g
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Drgania wymuszone oscylatora

Rozpatrzmy drgania ttumionego oscylatora harmonicznego o czestosci wta-
snej wqp pod wptywem wymuszenia harmonicznego:

d2
dt2
Jak mozemy sie domysli¢, petne rozwigzanie jest mozliwe, ale Zzmudne.

—|—fy——|—wozc—ACOSwt (18a)

Zamiast tego zauwazmy, ze rozwigzanie bedzie zawierac cztony znikajgce
do zera przy t — oo oraz cztony zawierajgce wytgcznie catki z wymuszenia
harmonicznego, a wiec takze cztony harmoniczne o czestosci w, uktad zas
“zapomni” swoje warunki poczatkowe. Postulujemy zatem, ze dlat¢t > O
rozwigzanie ma postac¢ asymptotyczng

x(t) = Acos(wt + ) (18b)
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Podstawiajgc powyzsze do rownania, rozniczkujgc i korzystajgc ze wzoréw
na sinus i kosinus sumy, dostajemy

A (—w2 COS p — ywSinp + w% COS go) coswt —+

A ( w? COS Y — Yw SiN  — w% COSg0> sinwt = Acoswt (18c)
Poniewaz funkcje sin wt, cos wt sg liniowo niezalezne, dostajemy

(—wQCOSgo—WwSingo—I—w%COSgo)A = A (18d)

w2C05¢—7wSingp—w8COS¢ = 0 (18e)

skad mozemy wyliczy¢ A oraz tg .

Po przeksztatceniach dostajemy
Al
@2 —uF)2 122
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Przy ustalonej wartosci ~, amplituda |.A| osigga maksimum dla w? = w3,

czyli gdy czesto$€¢ wymuszenia zewnetrznego zgadza sie z czestosScig wia-
sng oscylatora. Zjawisko to nazywamy rezonansem. Wartos¢ tego maksi-
mum dgzy do nieskonczonoséci gdy v — 0, czyli gdy ttumienie znika.
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Niejednorodny uktad réwnan liniowych

Rozwazmy problem Cauchy’ego zawierajgcy uktad réwnan liniowych pierw-
szego rzedu:

dy
{w—A@w+qu> "9
y(0) = yo

gdziey,yp € R", A € R™*™ niekoniecznie jest macierzg statg. Z uktadem
tym zwigzany jest nastepujacy jednorodny problem macierzowy

dY
{m:A@W (20)
Y(0)=1

Y € R™"*" zwane jest rozwigzaniem fundamentalnym réwnania (19).
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Jezeli macierz Y (x) jest odwracalna w pasie O < =z < X, rozwigzanie

niejednorodnego rownania

y = Y(x)

19) dane jest w tym pasie przez

vo+ [ Y1 (@)a(') da
0

(21)
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