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Problem: Dane jest wyrazenie matematyczne, wigzace ze
sobg funkcje jednej zmiennej i pochodne tej funkcji az do rzedu

n. Trzeba znalez¢ funkcje, ktora spetnia to wyrazenie.

Wyrazenie takie nazywamy rénaniem rozniczkowym zwyczaj-
nym. Stopien najwyzszej pochodnej wystepujgcej w wyraze-
niu nazywamy rzedem rownania.

Jest to problem o olbrzymim znaczeniu, gdyz wiele praw przyrody oraz

rozwigzania wielu zagadnien “praktycznych” ma posta¢ rownan rézniczko-
wych.
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Postac¢ najbardziej ogolna

Najogolniejszg postacig rownania rozniczkowego zwyczajnego (ODE, Ordinary
Differential Equation) rzedu n jest wyrazenie postaci

gdzie y: R — R lub, niekiedy, y: C — C.
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Postac standardowa

Jesli pochodna F' po ostatnim argumencie nie znika (przynajmniej lokal-
nie), na mocy twierdzenia o funkcjach uwiktadnych (1) mozemy zapisac
jako

dny dy dn—ly
C Yl YY) 2
dax™ (CE 4 dx dxn—1 2)

Trzeba jednak pamietaé, iz transformacja od (1) do (2) moze wymagac
dookreslenia (w tym sensie rownanie (1) moze nie by¢ jednoznaczne).
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Przykiad 1

Rownanie
d 2
(52) +v?=1 (3a)
dx
mozna zinterpretowac na jeden z dwu sposobdow:

dy

- V1-—y?, (3b)
Z—i —\/1 — y2 : (3c)
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Przyktad 2

Rozwazmy rownanie

d2y dy 2
1—y)—= — (— =0. 4
-5 (52) +v @
Poza punktem y = 1 nie ma problemu*. Co zrobi¢ dla y = 1? Mozliwe sa
dwa scenariusze:
dy 1 lub
d_ — { (5)

Ktéry wybraé?

*Pozornie!
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Uktady réwnan pierwszego rzedu

Rownanie w postaci (2) na ogét przedstawia sie w postaci uktadu n réwnan
pierwszego rzedu. Najprostsza — co nie oznacza, iz w kazdym wypadku
najlepsza — transformacja od réwnania rzedu n do uktadu n réwnan pierw-
szego rzedu ma postac:

Y1 =Y,
dv  dw 2 422 T da S0 gen=1 T g "
dy dy -
dwnE d;:F(wvylay27---7yn).

Dlatego od tej pory bedziemy sie zajmowac tak rownaniami rzedu n, jak
I uktadami n rownan rzedu pierwszego, traktujgc je jako postaci rowno-
wazne.
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Uktady réwnan rzedu pierwszego rdwnowazny danemu réwnaniu rzedu n
nie musi mie¢ postaci sugerowanej przez transformacije (6), ale widac, ze
taka postaé nie ogranicza ogolnosci rozwazan.

Copyright © 2013,2021 P. F. Géra 32-8



Przykiad 3

Dane jest rownanie

By  d%y  _dy
= -3—=+4 /a
dx3 dx? dx Y (72)
- d d d? d . .
Podstawiajgc y1 = y,y0 = 72 = L, y3 = dm—g = /2 widzimy, ze réw-
nanie rézniczkowe rzedu trzeciego (7a) jest rbwnowazne uktadowi rownan

rzedu pierwszego:

o)
o)
4

dy
dx
dyo
dx
dys
dx

1 0
01
31

Y1
Y2
Y3

(7b)
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Przykiad 4

Podstawiajac w (/D) y1 = y1 + y2, %2 = y1 — y2,y3 = y3 otrzymujemy
uktad réwnan rézniczkowych

dyy 1 _1 177 &0

dx 2 2 2 Y1

dyo | | 1 1 1 ~

dr | = |2 T2 —32 Y2 (7c)
dys 1 7 1 Y3

dx i 1L |

inny od (70), ale takze rownowazny (7a).
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Rozwigzania ogolne i szczegolne

Rozwigzaniem ogolnym réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu n
nazywam najbardziej ogblng postac funkcji y : R — R, klasy co najmniej
Ch, spetniajgcg rownanie (2). Rozwigzanie to zalezy od n parametrow.

Przykiad 4

Rozwigzaniem ogolnym réwnania oscylatora harmonicznego

d2y
T2 —+ w2y =0 (8)

jest funkcja

y(t) = Asin(wz + ¢) . (9)
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Rozwigzaniem szczegolnym réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu
n jest pewien “przypadek szczegolny” rozwigzania ogolnego — taki, w kto-
rym wartosci wszystkich statych dowolnych zostaty ustalone, najczesciej
poprzez podanie warunkdw, jakie ma spetnia¢ rozwigzanie rownania.

Przykiad 5

Rozwigzaniem szczeg6lnym réwnania oscylatora harmonicznego (8) moze
by¢ funkcja

y(t) = coswz. (10a)

Innym rozwigzaniem szczegolnym tego réwnania moze by¢ funkcja

y(t) = —%Sin <w:13 + ?—?) : (10b)
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Dwa rozwigzania (10) odpowiadajg innym wartoSciom statych w rozwigza-
niu ogélnym (9), a wiec innym warunkom narzuconym na funkcje spetnia-
jaca rownanie (8).

Rownanie rézniczkowe zwyczajne rzedu n ma n niezaleznych rozwigzan
szczegolnych.

Obserwacja: Rozwigzaniem szczegblnym uktadu n rownan rézniczkowych
zwyczajnych rzedu pierwszego jest krzyway : R — R™,
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Problem Cauchy’ego

Aby znalez¢ rozwigzanie szczegblne réwnania rézniczkowego zwyczaj-
nego rzedu n — lub réwnowaznie, uktadu n réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych rzedu pierwszego — nalezy narzuci¢ n warunkdéw, jakie musi
spetnia¢ poszukiwana funkcja i/lub jej pochodne. Najczesciej narzuca sie
te warunki w punkcie odpowiadajgcym ustalonej wartosci zmiennej nie-
zaleznej xg — warunki na funkcje i jej pochodne do rzedu n—1 lub na
n sktadowych wektora, gdy mowimy o uktadzie rownan. Tak sformutowany
problem: réwnanie rézniczkowe rzedu n i n narzucownych warunkéw na
faunkcje i jej pochodne w jednym punkcie, nazywamy problemem poczat-
kowym lub problemem Cauchy’ego.
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W jezyku réwnan rézniczkowych rzedu n problem Cauchy’ego ma postacé

.
A" . d dn—l
W% — F (CB, Y, %7 ’dw”_?{)
dy
dz |z, Y1
.2 — Y2
drz? 0
dn—ly
T n—1 — Yn—1
\dCIJn 1 - n
gdzie yo,y1, Y2, - - ., Yn_1 Sa pewnymi statymi, natomiast F : R*+1 5 R

jest funkcja.
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W jezyku uktadéw n rownan pierwszego rzedu problem Cauchy’ego ma
postac

& =f@y) H1b)
y(zo) =Yyo

gdzie v, yo € R", a funkcja f : R*T1 — R™.

Przy odpowiednich zaleznosciach pomiedzy F a f oraz yo, y1, Y2, - - - s Yn—1
a yo problemy (11a) i (11b) sg rébwnowazne.
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Najczesciej rozwigzywany problem Cauchy’ego

dy
= — )\
dt Y (12)
y(0) = yo

Rozwiaczaniem jest Y = Yo eXD(AZC) IStOtnie, g_;!IJZ — % (yO eXp(Ax)) —

Ayogexp(Ax) = Ay oraz y(0) = yoexp(A - 0) = yo.
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Twierdzenie Peana

Powstaje problem: Kiedy problem Cauchy’ego ma rozwigzanie?

Twierdzenie: Jezeli funkcja f jest ciggta w pasie xg < x < X, to problem
Cauchy’ego (11b) ma rozwigzanie w tym pasie.

Tradycyjnie, acz niezgodnie z zasadami polszczyzny, twierdzenie to zwane jest
“twierdzeniem Peano”.
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Uwaga: Twierdzenie Peana nie gwarantuje jednoznacznosci rozwigzan.

Przykiad 6

Problem Cauchy’ego

d
Lo 2 3 (13
y(0) = 0
ma co najmniej dwa rézne rozwigzania:
y1(z) = 0, (14a)
oraz
2
—x< <0
— ’ 14b
yQ(CE) { 332 >0 ( )

(zauwazmy, ze dyo /dx = 2|x|).
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Twierdzenie Picarda

Twierdzenie: Jezeli funkcja f jest ciggta w pasie zg < = < X oraz spetnia
warunek Lipschitza ze wzgledu na drugg zmienng:

3L >0Vz:izg <z <X, Vy1,y2: [[f(z,y1) — f(z,y2)| < Lly1 —y2

(15)
to problem Cauchy’ego (11b) ma w tym pasie rozwigzanie i jest ono jedno-
znaczne.

Uwaga: Jezeli funkcja jest klasy C'1 ze wzgledu na drugg zmienng, spetnia
warunek Lipschitza.
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Twierdzenie o ciagtej zaleznosci rozwigzania od warunkéw poczatkowych

Twierdzenie: Niech funkcja f bedzie rézniczkowalna w sposob ciggty w pew-
nym otoczeniu punktu (zg,yg) € R x R™. Woéwczas istnieje takie otocze-
nie U C R punktu z i takie otoczenie S C R", yg € S, w ktorym problem
Cauchy’ego dy/dx = f(z,y), y(Z) = y ma rozwigzanie dla wszystkich
xr € U,y € S. Rozwigzanie to zalezy przy tym od punktu poczgtkowego
(Z,y) w sposdb ciggty.
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Rownania liniowe i nieliniowe

Jezeli funkcja f w problemie Cauchy’ego (11b) jest liniowa ze wzgledu
nay, rownanie takie (taki uktad rébwnan) nazywamy liniowym. O rozwigza-
niach (uktadéw) rownan liniowych mozna duzo wywniosokowac z rozwa-

zan analitycznych.

Nie ma ogdlnych metod rozwigzywania

nieliniowych rownan rozniczkowych.
®
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Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Rownanie postaci (y, p, ¢ € R, zaktadamy, ze spetnione sg zatozenia twier-
dzenia Picarda)

Y = p()a) (16)
rozwigzujemy jako
/p(y) /q(:z:)da: +C (17)

gdzie C jest statg catkowania. Wartos¢ C wyznaczamy z warunkow po-
czatkowych.
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Uwaga: Nie zwracamy uwagi, czy zaleznos¢ y(x) mozna wyznaczy¢ z roéw-
nania (17) w poséb jawny.

Wszystkie przypadki:

d
d—y = 2yz = y(z) = yoe (18a)
Xr

dy 1
dr 2y —e Y

— P2 teV=g+C (18D)

dy \/1—|——Slny =:>/ =x+C (18c)
dx \/1—|— sin y

uznajemy za catkowalne w kwadraturach, mimo ze y(x) jest w (18b) dana
w sposdb uwiktany, a catka w (18c) jest nieelementarna.
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Przyktad 7

Rownanie logistyczne. Rozpatrzmy problem Cauchy’ego:

dy
o= ry(Y —y) (r=const > 0,Y = const > 0) (19)
y(0) =yo >0
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Jest to rownanie o0 zmiennych rozdzielonych.

[awp =]

1 [d 1
Y Y Y)Y —y

1 1
—Iny — —In(Y — =rt+C
Al iy ( y) =rt+
Yy
In =Yrt+YC
Y —vy Tt
y zcleYT’t
Y —vy
YcleYrt Y

¥y = 1+ CleYrt 1 + Cre—Yrt

Statg C” wyznaczam z warunku poczgtkowego:

= 0) = p— =
yo = y(0) T "
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Ostatecznie
Y

Y—yo_—Yrt
—€
+ 7o

y(t) =
1

Krzywa logistyczna

3.0

25

2.0

y(t)

15

10

0.5

0.0 1 1 1 1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35 4.0
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Catkowanie metoda podstawiania

Niekiedy réwnanie postaci

dy

daje sie sprowadzi¢ do “rozwigzywalnej” postaci metodag podstawiania.
Przyktad 8

Rozpatruje rownanie

;l—yzf(ax-l-by—l—c) (21)
T

Przyimuie z = ax + by + ¢ = ¥ =q+4 bg—g. Wstawiajgc to do dostaje réwnanie

. . dx
0 zmiennych rozdzielonych:

Z—z=a+bf(z). (22)
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Przykiad 8

Réwnanie
dy 14z siny
dr cosy
daje sie sprowadzi¢ do prostej postaci po podstawieniu u = x+siny —
du — cosy % 4 1. Ostatecznie

(23)

du_

. —u . (24)
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Réwnania jednorodnel]

Rownania postaci

=1 ()

(23)

catkuje sie przez podstawienie y = xz. Wowczas Z—g =z + a:%. Podstawiajgc do (25)

dostaje réwnanie o zmiennych rozdzielonych

d —
‘= f(2) c (26)
dx x
Takze rOwnania postaci
dy a1x + b1y + c1
—= = f (27)
dx azx + boy + c2
daje sie sprowadzi¢ do réwnania o zmiennych rozdzielonych.
"Nie myli¢ z liniowymi rownaniami jednorodnymi!
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Rownanie Bernoulliego

Yt @y = 9@y 29)
i

Jezelin = 0 lubn = 1, rownanie (28) jest liniowe. W przeciwnym wy-
padku uzywam podstawienia

d d d n d
dy _dz _dy _ y"  dz

1-n —n
=z = (1- = — = : 29
Y © ( n)y dx dx dx l—n dx (29)
Rownanie (28) przechodzi w rownanie liniowe
dz
T @A -n)f@)z=(1-n)g(z)z. (30)
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Rownanie Riccatiego

d
= a(@)y’ + b(a)y + c(a) (31)
Twierdzenie 1. Jezeli y1 (x) jest rozwigzaniem szczegdlnym rownania Riccatiego, to pod-

stawienie
1
Yy = yl(i’?) + ; (32)

sprowadza rownanie (31) do rownania liniowego

j_; + (2a(2)yi(@) + b(@))z = —a(x). (33)

Dowdd jest prosty i polega na wykonaniu odpowiedniego podstawienia. Jezeli Cv(x) +
d(x) jest catkg ogdlng réwnania (33) (C jest statg dowolng), catkg og6ing réwnania
jest

1

Cy(z) +6(z)

y(r) = y1(z) + (34)
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Rownanie Clairauta

y—al -1 () =0 (35)

gdzie f jest funkcjg rézniczkowalng, rézng od statej. Po zrézniczkowaniu
35) otrzymujemy

2 frr (@) =0

a zatem albo y” = 0, albo x+ f’ (v') = 0. W pierwszym z tych wypadkoéw
jako rozwigzanie otrzymujemy rodzine prostych

y =cx+ f(c), (37)

drugi, wraz z rownaniem rodziny prostych (37)), daje obwiednig tej rodziny;

to rozwigzanie zwane jest catkg osobliwa.
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Przykiad 9

Rozwigzaniami rownania

1
y —xy + Ey’z =0 (38)
sg proste
1
Yy = cr — 562 (39)
Catka osobliwa musi spetniac
z4 f'(cx+ f(e) =z —c=0 (40)
Eliminujac c z (39),(40), otrzymujemy obwiednie
1
y = 5:132 : (41)
Kazda prosta (39) jest styczna do tej obwiedni.
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Pewne jedowymiarowe rownania stopnia drugiego...

...wazne ze wzgledu na zastosowania w fizyce:
1.

d2y
) = f(x) (42a)
Daje sie rozwigzac poprzez dwa catkowania, y = [ ([ f(z) dx) dx +
ci1x + co.
2.
d2y
Bl 42b
o=/ (42b)
2
gi—g =3 d% (g—g) , co prowadzi do réwnania o zmiennych rozdzielo-
nych

3l&

SE

= i\v/z [ 1@ dy+er.
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d?y dy
— = , —— 42¢
dz? (zr; da:) (42¢)
Podstawienie g—z = p sprowadza to rownanie do rownania rzedu pierw-
szego
dp
4,
d?y dy
— = , — 42d
dz? / (y d:c) ( )
Podstawiamy g—g = q(y), skad otrzymujemy réwnanie rzedu pierw-
szego
dgq
q—— = f(y,q)
vy
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Calki pierwsze rownania rozniczkowego — niezmienniki

Niech dany bedzie problem Cauchy’ego

(43)

posiadajgcy jednoznaczne rozwigzanie w pasie 0 < z < Xy, yo, f € R".

Catkg pierwszg — lub niezmiennikiem — rownania (43) nazywam dowolng
funkcje

P(z,y(x)) (44)

ktora jest stata w pasie 0 < = < X, przy czym y(x) jest rozwigzaniem
problemu (43).
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Przyktad 10

Dany jest problem Cauchy’ego

d—x = u (45a)
dt
d
® = 2 (45Db)
dt

z warunkami poczgtkowymi z(0) = xg, u(0) = ug. Wbwczas funkcja

H(z,u) = —u?+ 1cu23132 (46)

jest catkg ruchu. Istotnie,

dH d d
E:ud_";ju w2z dfx—u( ~w?z) + w?zu = 0. (47)
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Wartos¢ catki ruchu jest zadana przez warunki poczatkowe. Jesli znamy
catke ruchu i warunki poczatkowe, moglibysmy wyeliminowac jedng zmienng
— obnizy¢ stopien uktadu o jeden. (Gdybysmy znali dwie catki ruchu,
moglibysmy obnizy¢ stopien o dwa itd.) Kontynuujac poprzedni przyktad,
H(x(0),u(0)) = %u% + %wzq;% = F, a poniewaz wartos¢ H (x,u) musi
by¢ zachowana, dostajemy

u = :I:\/QE — w2z? : (48)

a zatem uktad rownan (45) sprowadza sie do jednego rbwnania

T = :I:\/2E — w2, (49)

Dowolnos$¢ wyboru znaku w (49) odpowiada temu, ze wyjsciowy uktad row-
nan ma dwa niezalezne rozwigzania.
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