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Krzywe i tuki

Przypominam, ze krzywa to zbiér punktédw I = {(¢o(t),v(t)) : t €

[o, B]}, a funkcje (t),4(t) sa ciagtel. Punkt (¢(a), ¥ (a)) nazywam
poczatkiem krzywej, zas punkt (o(8), ¥ (8)) nazywam kohcem.

tuk (lub tuk Jordana) to krzywa, ktdra nigdzie sie nie przecina. Jezel
tuk posiada w kazdym punkcie styczng, nazywamy go tukiem regularnym.
Mozna pokazaé, ze kazdy tuk regularny posiada d’rugoéc'ﬂ. tuk, ktory
mozna podzieli¢ na skonczong liczbe tukdw regularnych, tak, ze koniec
jednego jest poczagtkiem nastepnego, nazywa sie krzywg regularna.

W tym wyktadzie ilekro¢ bedzie mowa o krzywych, bedziemy mieli na mysli
Krzywe regularne.

*Pomijamy tu krzywe rozciggajgce sie na przedziatach nieskonczonych.

TKrzywe “patologiczne”, jak krzywa Peano, nie muszg posiada¢ dtugo$ci.
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Catka krzywoliniowa

Catka oznaczona jednej zmiennej “sumuje” zmiany, jakim podlega funkcja,
gdy jej argument przebiega pewien przedziat [a,b]. Gdy mamy funkcje
dwu zmiennych, mozemy pytac sie, jak zmienia sie ta funkcja, gdy jej ar-
gumenty zakre$lajg pewng krzywg (tuk) oraz “zsumowac” te zmiany.

Niech na krzywej I bedg okreslone dwie funkcje u(x,y),v(x,y). Po-
dzielmy przedziat [, B8] na podprzedziaty a =t < t]1 <tpr < -+ < tp =
B, a kazdym przedziale [t;_1,t;] wybierzmy pewien punkt 8; € [t;_1,t;].
Tworzymy sume

Sn = Z [u(z(0:),y(0:)) (x(t:) — x(ti—1)) + v(z(0:),y(6:)) (y(t:) —y(ti-1))] (1)
=1
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Jezeli granica ciggu {Sn }>2_; istnieje, gdy n — oo i dtugos¢ najwigkszego
podprzedziatu |t; — t;_1| — 0O, a granica ta nie zalezy od sposobu wyboru
punktéw posrednich 8;, nazywam jg catkg krzywoliniowg z u dx + v dy po
drodze I" i oznaczam

/udaf;—l—vdy (2)
4
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Wiasnosci catki krzywoliniowej

Jezeli ¢ € [a, B], wowczas [a, 8] = [a,(JU [, B8], atuk T = T + o,

W takim wypadku zachodzi
r M1 )

Jezeli odwrdcimy bieg zmiennej opisujacej krzywa, [«, 8] — [3, a], mo-
zemy powiedzie¢, ze ' — —I". Wéwczas

-

Jezeli jedna z funkcji u,v jest na krzywej " stale rowna zeru, wéwczas
catka (2) redukuje sie do, odpowiednio, [ u dz lub [ v dy.
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Zamiana catki krzywoliniowej na oznaczona

Twierdzenie: Jezeli funkcje u(x,y), v(x, y) s ciggte na tuku regularnym,
to catka krzywoliniowa (2) istnieje i rdwna sie catce oznaczonej

/uda:+vd —/ﬁlu( (t) w(t))d—gp—l—’v( (t) w(t))% dt ()
Y= A dt A dt

r o'
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Przyktad 1

Obliczmy catke
L= [@-yde+ (@ +y)dy (6a)
r

gdzie I jest potelipsg x = acost, y = bsint, t € [0, «].
Stosujgc powyzsze twierdzenie, otrzymujemy

14 [(acost —bsint)(—asint) 4+ (acost + bsint) bcost] dt

O O—_ |

1
[ab — 5(@2 — b2) sin 2t| dt = wab (6b)
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Przyktad 2

Obliczmy catke

[2=/yd:c—|—:1:dy (7a)
r
gdzie I" jest fukiem okregu x = rcost, y = rsint, t € [0, a].

(87 (8%
1
I> = /(—7’2 cost + r2sint) dt = r2/c052tdt = §r2 sin2a  (7b)
0 0
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Twierdzenie Greena

Krzywa zamknieta to taka krzywa, ktorej koniec pokrywa sie z poczgtkiem.
Catke krzywoliniowg po takiej krzywej oznaczamy symbolem ¢-.

Twierdzenie Greena: Jezeli funkcje u(x,y),v(x,y) sg klasy C1 na krzy-
wej zamknietej I | wewnatrz obszaru D, ktérego brzegiem jest ta krzywa,

to
0 0
lfud:r;—l—vdy:—{)f(a:;—a:j)dxdy (8)

Zaktadamy, ze brzeg obszaru D, czyli krzywa I, jest skierowany dodat-
nio, to znaczy jest obchodzony przeciwnie do kierunku ruchu wskazowek
zegara; przeciwna orientacja brzegu zmienia znak po prawej stronie.
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Catka rozniczki zupetnej

Jezeli forma rézniczkowa

DQ = u(x,y)dr +v(x,y)dy (9a)

jest rozniczkg zupetng
DQ = df , gdzie O = u(x,y), &L = v(a,y) (9b)
ox oy
to catka po krzywej zamkniegtej

fdfz%udx—l—vdyzO (10)
[ [

Jest to wniosek z twierdzenia Greena.
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Przykiad 3

Niech

_ L _ Y
PO= T T g 2y e

Obliczmy catke z (T1a) po okregu K3 : (z — 2)2 4+ y2 = 1. Okreg ten
mozemy przedstawi¢ parametrycznie w postaci

(11b)

r =24 Ccost
y =sint

Mamy zatem
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27T(2 + cost)(—sint) 4+ sintcost
(54 4 cost)3/2

13=7{DQ - _

_ / 2sint
(5 + 4cost)3/2

dt

=———=O (11c)

\/5—|—4cost 0
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Przyktad 4

Niech D@ ma postac (11a)), ale niech drogg catkowania K, bedzie kwa-
drat o wierzchotkach, kolejno, (1,—-1),(3,—-1),(3,1),(1,1). Oznaczmy
kolejne boki kwadratu B4, B>, B3, By.

\\\\\\
7777777777

Mamy
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14:741)@ —

/DQ+/DQ+/DQ+/DQ

B>

x dx

B3

_/ / (=1)dy
(x2 4 (—1)2)3/2 (z2 4 (—1)2)3/2

(12a)
3 1
3dx y dy
_ — 12b
3/ (32 4 y2)3/2 : (32 4 y2)3/2 (12)
1
x dx 1 dy
— — 12
3/ (22 + 12)3/2 1/ (22 + 12)3/2 (12¢)
; 1dx ydy 124
_1/ (12 + y2)3/2 o / (12 + y2)3/2 (12d)
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12a) odpowiada catce po B1, (12b) odpowiada catce po B, (12c) odpo-
wiada catce po B3, a (12d) odpowiada catce po Bj.

Catki po dx w (12D0) i (12d) znikajg, podobnie jak catki po dy w (12a) i (12c).

Wobec tego
I = /3_|_/1 x dx
4 = ) (22 + 12)3/2

1
1 —1

y dy y dy
_ _ 12
_/1 0+2 | vz U

Catki po dx znoszg sie wzajemnie, natomiast obie catki po dy znikajg, gdyz
funkcje podcatkowe sg nieparzyste, a przedziaty catkowania symetryczne
wzgledem 0. Ostatecznie
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Wyniki dwu ostatnich przyktaddéw nie powinny dziwi¢: forma rézniczkowa
11a) jest rozniczkg zupeina,

1

a zgodnie z wnioskiem z twierdzenia Greena, catka po dowolnej krzywe;
zamknietej z rézniczki zupetnej znika.
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Przykiad 5

Ponownie scatkujmy forme rézniczkowa (11a)), lecz tym razem drogg catko-
wania jest okrag K5 : (z—1)24y? = 1. Parametryzacja drogi catkowania
ma postac

{:13 =1-—|—cost (14a)
y =SInt
a wobec tego
2T
(1 4 cost)(—sint) + sintcost
Icr= ¢ DO = —
° 7{ “ (2(1 + cost))3/2
Ks 0
2
1 sint
- 2\5[(1+cost)3/2dt (140)
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Do tej catki musimy podejs¢ ostroznie, gdyz funkcja podcatkowa nie jest

okreslona w punkcie ¢ = «. Mozemy napisac

T—E&] :
I = -1 im / sint___
> 2+/2 e1—0 5 (1 4+ cost)3/2
1 v sint
+ —— lim / dt
2v/2 e2—0 (1 4 cost)3/?
7T—|—€2
1 4cos2t |TT°F dcos2t %7
= —— | lim 2 + lim 2
2v/2 | e1—0 (1+ COSt)3/2 eo—0 (1 + cost)3/2
0 T+ED
(14c)
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Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy

/5 sin? &t sin? 2
Is =+V2 | lim — lim 14d
> e1—0 (1 — coseq)3/2 &0 (1 — cosey)3/2 (140)

Podwdjna granica (14d) nie istnieje. Istotnie, dla e = 71 otrzymalibySmy
wartos¢ Is = 0, ale dla e5 = 2¢7 otrzymalibySmy I = —oo.

Konkludujgc, catka I5 nie istnieje. R6znica pomiedzy przyktadami ze stron
11)j]13 a1 7|wynika z tego, ze dla krzywej K5 zatozenia twierdzenia Greena
nie sg spetnione, gdyz forma rézniczkowa (11al)) nie jest okreslona na catej
drodze catkowania.
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Niezaleznos¢ od drogi catkowania

Niech M1, > bedg krzywymi regularnymi, ktére majg wspdlny punkt po-
czatkowy (xq, yq) i koncowy (xp, yp). Niech f(x,y) bedzie funkcjg klasy
C'5 na obu tych krzywych; df jest rozniczkg zupetng. Wowczas

[ dr = [ df = £, ) — f(wa, y0) (15)
1 .

Zwrocmy uwage, ze jest to zgodne z twierdzeniem Greena.
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Diugos¢ tuku

Niech bedzie dany pewien tuk regularny I' = {(x = ¢(t),y = ¥(t)) :
t € [a, B]}. lle wynosi diugos¢ tego tuku?

Aby to okresli¢, podzielmy przedziat [«, 3] jak przy definiowaniu catki krzy-
woliniowej: @ = tg < t1 < to < --- < tp = B. Wartosci t; okreélajg
punkty (x;,vy;) € I'. Poprowadzmy przez te punkty tamana.
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kamana ta jest przyblizeniem tuku, wiec jej dtugos¢ jest przyblizeniem dtu-
gosci tuku. Dlugosc tamanej wynosi

dn = ) \/(fL‘z' —x; 1)+ (Y — yi_1)?
i=1

= 3 (et — ot )2 + (L) —p(ti_1))2  (16)
1=1

Poniewaz tuk jest gtadki, pochodne ¢’, ¢’ istniejg i sg ciaggte na [«, B]. Na
mocy twierdzenia o wartosci sredniej w kazdym przedziale [t;_1,t;] ist-
nieje 0, takie, ze

p(ti) — p(ti—1) = @'(0;) - (t; — ti—1)
V(t;) —Y(ti—1) = ¢'(0;) - (t; — ti—1) (17)

a wobec tego (16) przechodzi w

dn =3 VO + @ O))2 — t; 1) (18)
=1
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Jest to suma Riemanna, ktéra przy n — oo dgzy do caki

o= () ()

Jest to poszukiwany wzdr na dtugo$¢ tuku regularnego.

Whniosek: Dtugos¢ wykresu funkcji y = f(x), gdzie f jest klasy C1, na
przedziale [a, b] wynosi

d

b
[V1+ (@) da (20)
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Catka krzywoliniowa nieskierowana

Niech krzwa I bedzie tukiem regularnym, a funkcja f(x,y) niech bedzie
okre$lona na tym tuku. Podzielmy przedziat [«, 5] na podprzedziaty o =
to < t1 <tr < ---<typ =, akazdym przedziale [t;_1, t;] wybierzmy
pewien punkt 8; € [t;_1,t;]. Kazdemu przedziatowi [t;_q,t;] odpowiada
tuk o dtugosci

t.
ColrdeN2 . rd 2
ss= [ @ (e e
ti—1
Tworzymy sume
on =Y f(p(8;),%(0;)) AS; (22)
i=1
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Jezeli, przy zwyktych zatozeniach, granica ciggu {0} istnieje, nazywam
ja catkg krzywoliniowg nieskierowang funkcji f(x,y) po krzywej I i ozna-
czam

/ f(z,y) ds (23)
/

Jezeli funkcja f(x, y) jest ciggta na krzywej I, catka (23) wyraza sie przez

[ £y ds = /B f(so(t),w(t))\/ (94 () (e
! A

dt
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Uogdlnienie na R3

Pojecie krzywej mozna uogolni¢ na trzy wymiary: I = {(p(t),¥(t),£(t)) :
t € [a, B]}, a funkcje o, v, £ sg ciggte na [«, B]. Jezeli teraz mamy forme
roniczkowg

DQ = u(z,y,2) dz + v(z,y,2) dy + w(z,y,2) dz (25)
mozemy, podobnie jak poprzednio, okresli¢ catke krzywoliniowg

/udx—l—fvdy—I—wdz (26)
4
oraz catke krzywoliniowg nieskierowang. Jesli DQ = df jest r6zniczkg zu-
petng, okreslong na krzywych I 1, "> 0 wspdlnych punktach poczatkowych
| koncowych, catka krzywoliniowa nie zalezy od drogi

/ df — / df — f(wba Yb Zb) o f(il?a, Ya, ZCL) (27)
M Mo
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Interpretacja wektorowa

Niech a(a,y, z) bedzie polem wektorowym, czyli, formalnie, funkcjg a :
R3 — R3. Niech a = [u, v, w], czyli funkcje u, v, w sa sktadowymi pola
wektorowego a. Jezli pole wektorowe jest klasy C'1, mozemy zdefiniowac
jego dywergencje

ou Ov Ow
diva=V = — 4+ — 4+ — 28
N v @ ox + oy + 0z (28)
oraz rotacje
€x €y €
ota=Vxa=|73 o (29)
u U w
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Jezeli forma rozniczkowa DQ = u dx+v dy+w dz jest r0zniczkg zupetng,
DQ = df, funkcje f(x,y, z) nazywamy potencjatem pola wektorowego a.

Twierdzenie: Catka krzywoliniowa (26) nie zalezy od drogi, a pole wekto-
rowe a ma potencjat wtedy i tylko wtedy, gdy rota = 0.

Whiosek: Forma rozniczkowa D(Q) = udx + vdy + w dz jest rOzniczkg
zupetng wtedy i tylko wtedy, gdy rota = 0, gdzie a jest wektorem o skita-
dowych [u, v, w].
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Pole wektorowe ptaskie

Jezeli w polu wektorowym a = [u,v,w] w = 0, pole takie nazywamy
p’faskimﬂ Niech bedzie dana dowolna krzywa regularna zamknieta I".
Oznaczmy przez as sktadowg pola a styczng do krzywej I, a przez a,
sktadowg normalng. D jest obszarem, ktdérego brzegiem jest I'. Wowczas
twierdzenie Greena mozna zapisa¢ w postaci

f divadxr dy = ]{ands (30)
D r
co interpretujemy: catka z dywergencji pola wektoroweqgo w obszarze pfta-
Sskim jest rowna strumieniowi pola poprzez brzeg tego obszaru.

'Funkcje u(z, y, 2), v(x, vy, z) zalezg takze od zmiennej z. Jednak przy ustalonym z mo-

zemy jego wartosC traktowac jako parametr, a funkcje u,v zalezg tylko od z,y. Troj-
wymiarowe pole a staje sie wtedy kolekcjg ptaskich pol wektorowych, indeksowang
zmienng z.
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Ponadto

jq{as ds = ([ rotadzdy (31)
B D
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