Fizyka dla firm — Matematyka
30. Caiki wielokrotne

P. F. Géra
http://th-www.1f.uj.edu.pl/zfs/gora/

19 maja 2021


http://th-www.if.uj.edu.pl/zfs/gora/

Catka oznaczona funcji dwéch zmiennych

Catke oznaczong funkcji dwdch zmiennych definiujemy podobnie jak catke
Riemanna funkcji jednej zmiennej.

Niech bedzie dany pewien obszar D C R2. Obszar D dzielimy na ele-
menty d; takie, ze Ud; = D oraz poszczegolne elementy d;, d; majg co
najwyzej wspolne kzrawedzie (formalnie: Vi, j : ¢ = j = p(d; Nd;) = 0),
gdzie n(-) oznacza miare (powierzchnie) jakiego$ podzbioru R2. Nastep-
nie w kazdym elemencie d; wybieramy punkt (x;,vy;) i tworzymy sume
Riemanna

S; = Z [z, ) p(d;) - (1)
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Jezeli granica ciggu {S;}52 1 przy max(u(d;)) — O istnieje i nie zalezy
od sposobu wyboru punktow (x;,y;), nazywamy ja catkg funkcji f(z,y)
po obszarze D:

|| £,y dedy = 1lim s; (2)
D

Twierdzenie: Jezeli funkcja jest ciggta i ograniczona na obszarze D, jej
catka (2) po tym obszarze istnigje.

Powyzszg definicje i twierdzenie tatwo uogdini¢ na catki funkcji trzech, czte-
rech, ... zmiennych.
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Powierzchnia i objetos¢

Poniewaz Ud; = D, 3 u(d;) = p(D). Z (2) natychmiast wynika, ze
1 1

f drdy = p(D) (3)
D
czyli catka [[, dx dy daje w wyniku powierzchnie (miare) obszaru catko-
wania.

Z kolei wystepujace w sumie (1)) wyrazenia f(x;,y;) - 1(d;) mozemy inter-
pretowac jako objetosci graniastostupow (krzywoliniowych) o podstawie d;
i wysokosci f(x;,vy;), (z;,y;) € d;. Wobec tego catke mozemy in-
terpretowac jako objeto$¢ zawartg pomiedzy dwuwymiarowym wykresem
funkcji f(x,y) a obszarem D, przy czym przyczynki odpowiadajgce ujem-
nym wartosciom funkcji f traktujemy jako ujemne.
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Calki iterowane

Twierdzenie o catkach iterowanych (twierdzenie Fubiniego): Niech dany
bedzie obszar D C R? ograniczony nieréwnoéciami

a<z<b, o)<y yY(z) (4)
przy czym funkcje ¢, v sg ciggte. Wowczas jezeli istnieje catka
f f(z,y)dzdy, (5)
D
to jest ona réwna
b P(w)
[[ f@wdedy= [ do [ flz,y)dy. (6)
D @ p(w)
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Komentarze

1. Wewnetrzng catke w (6) obliczamy tak, jakby x byto parametrem o usta-
lonej wartosci. Obliczona catka wewnetrzna, po uwzglednieniu granic cat-
kowania, jest funkcjg zmiennej x i staje sie funkcjg podcatkowag catki ze-

wnetrznej w (6).

2. Jezeli zamiast (4) mamy ograniczenie postaci

p<y<q, @) <z<P(y)
wéwczas w miejsce (6) mamy

g  U(y)

f f(x,y)dmdy:/dy / f(x,y)dz.

D P &(y)
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3. Funkcje ¢, (lub @, 1) mogg by¢ state. Oznacza to, ze dla catkowania
po prostokacie

f f(w,y)dwdy—/dwif(w y)dy—/qdy/f(w y)dz. (9)
[a,b] X [p,q] a p

4. Twierdzenie o catkach iterowanych oraz powyzsze komentarze tatwo
uogolni¢ na przypadek catek trdj- i wiecejwymiarowych.
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Przykiad 1

Obliczmy pole okregu =2 + y2 = RZ2. Zauwazmy, ze, po pierwsze,
x < R, a po drugie, przy ustalonym x,
xr

_\/}%2 \y\\/RQ_fE
R2_.2
S = ff drdy = /da: / dy

2—|—y2<R2 \/RQi
R [ x = Rsint

. 2 >, | dr= Rcostdt
—2/\/R —x°dx = “R— T

. R— 3 |

— 232/ /272 cos?tdt = 2R?. g—wRQ (10)
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Przykiad 2

Obliczmy catke z funkcji sin z-cos y po prostokacie D = [0, n] x[—7 /2, 7 /2].

ffsina:COSyda:dy = /Sina:da: / COSy dy
D o) —7/2
2
= (—cosz|p) - (sm y|71r/2) =4 (11)
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Przykiad 3

Niech obszar D bedzie trojkgtem wyznaczonym przez punkty (0, 0),
(w/2,7/2), (w/2, —m/2). Obliczmy

H sin(x + y) dx dy
D

e dy = d
: _ly=t—x, dy = at
/dw/Sm(w_l_y)dm_[—x—)O,a:—)Qa: ]
0 —
/2 2r /2
: _ 2x
/dw/smtdt_ / (—cost|0 >dx
0 0 0
/2 iy

7

1
/(1—cosQQu)alar;:———/costalt:z (12)
" 2 2 2
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Przykiad 4

Niech D bedzie obszarem ograniczonym prostymiz = 1,y = 2, x =
y = —2. Obliczmy

fj(6 — 2% —y?) dz dy
D
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Przykiad 5

Obliczmy
I = ff (zy)? dz dy (14a)
22412 < R2
Jak poprzednlo —R < R a przy ustalonym «,
—\/R2 — 22 \/R2 2. Mamy zatem
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Zmiana zmiennych w catce wielokrotnej

Niech

z=p(u,v), y=1¢(u,v). (15)
Niech odwzorowanie to przeksztatca pewien obszar A (w zmiennych w, v)
na obszar D (w zmiennych x, y), przy czym zachodzi
(i) funkcje ¢, ¢ sg klasy C'1 w obszarze A,
(ii) funkcja f(x,y) jest ciggta w obszarze D,

(iii) odwzorowanie wnetrza obszaru A w obszar D jest wzajemnie jedno-
znaczne,

(iv) wewnatrz obszaru D jakobian

D(x,y)
D(u,v)#o' (16)
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Wodowczas

IR [FCORRI 'D (,0)

du dv (17)

Przy zmianie zmiennych do funkcji podcatkowej wchodzi wartos¢ bezwzgledna
jakobianu.

Twierdzenie to uogdlnia sie na catki troj- i wiecejwymiarowe.
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Przykiad 6

Obliczmy jeszcze raz catke (14a), tym razem korzystajgc ze zmiany zmien-
nych na wspoétrzedne biegunowe:

I = ff (zy)? dz dy

[ T = r COS ¢
22 4+y?<R?

y = rsin ¢

21 R
_ /d¢/r(r25in¢cos¢)2 dr
0 0

21 R
= i(/sin2<2¢> dcb) - (/75 dr)
o)

0

1 1
= ~.x.-R0=_"RS (18)
4 6 24
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Przyktad 7

Niech obszar D bedzie kwadratem ograniczonym prostymi y = +x £ 1.

Obliczmy catke

s dzd 19a
jj e + pdudy (19a)
Dokonajmy nastepujgcej zmiany zmiennych:
X 2(u—|—v) az—l—y =u (19b)
y =5(u— ) \z-y =v
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Jakobian przeksztatcenia (19b) wynosi

D(z,y) _

D(u,v) ) (19¢)

NI~ N
Nl N

a obszar D jest obrazem obszaru A, bedgcego kwadratem ograniczonym
prostymi v = +1, v = +£1.

15 T T T T 15

1F . 1 1

05 - i 0s |

0 e : 0

~05 R -05

-1 h g -1

-15 ! I L ! _15 L .
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
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Wobec tego

2 .2 1 2 1/, . \2
[[E5Y Saeay = |f 4<g+’v> 240«10 v) 2‘_3‘@@
7 1+ 24y X 1+ z(u+v)e+ z(v —wv) 2

1

v
K 1+ %uQ -+ %UQ
: (19d)

2
O

dv

u du

|
—
L—

[

gdyz funkcja podcatkowa w wewnetrznej catce jest nieparzysta (ze wzgledu
na zmienng v), a catkowanie przebiega po przedziale symetrycznym.
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Przykiad 8

Typowym zastosowaniem catek wielokrotnych w fizyce jest obliczanie po-
tencjatéw lub sit grawitacyjnych pochodzgcych od rozmaitych uktadéw mas.

Znajdz grawitacyjng energie potencjalng punkiu materialnego o masie m,
umieszczonego w odlegtosci L od srodka jednorodnej kuli o masie M i pro-
mieniu R, przyt czym L > R.

Energia potencjalna dwu punktow materialnych o masach mq, mo znajdu-
jacych sie w odlegtosci d od siebie wynosi

Gmimo

E., =
P d

(20a)

Wprowadzmy uktad wspoétrzednych o srodku w Srodku kuli; niech badany
punkt materialny lezy w punkcie o wspétrzednych (0, 0, L). Wyobrazmy
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sobie infinitezymalnie maty element kuli lezgcy w punkcie (x, vy, z) i 0 ob-
jetosci dx dy dz. Przyczynek do energii potencjalnej pochodzgcy od tego
elementu wynosi

Gmp

dE = — dx dy dz (20b)
\/ﬂv2 +y% + (L — 2)°
gdzie
M
= 20c
g %ﬂ'R?’ (20¢)
jest gestoscig kuli.

Catkowitg energie potencjalng obliczymy catkujac dE po catej objetosci
kuli:

T e 2h e e \/CC +y°+ (L —2)

Copyright © 2021 P. F. Géra 3021



Wprowadzmy wspoétrzedne sferyczne

)
xr = 1rC0OSHCoSdo

Jy = rcosésindg (20e)
|z =rsind

przy czym ¢ € [0,2x], 0 € [—7/2,7/2], r € [0, R]. Jakobian odwzoro-
wania (20€) wynosi 72 cos 6. Mamy wiec

21 R /2
M 6 do
E = _3Gm3 /dqﬁ /7“2 dr / 05 (20f)
ATRS S Ly L2 472 —2Lrsing
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Pierwsza catka daje 2x. Zajmijmy sie najbardziej wewnetrzng catkg:

7.(./2 _Sinezt

/ Cos 6 do __ | cosfdf = du
2 2 : o —m/2 — —1

Lo L2412~ 2Lrsing | W§2_> -

/ L VL2412 — 2Lrt

_ _i 2 '

— Lr\/L +r? 2Lt

— —i(\/LQ—I—rQ—QLr—\/L2+r2—|—2Lr>
Lr
1 2

= ——(L-r=(@+m)=7 (209)

gdyz L > r.
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Zatem

R
3GmM 2 5 GmM
-— [ rodr = —

EFE=-2pr.—"" "~
41 R3 LO L

(20h)

W punkcie lezgcym na zewnatrz jednorodnej kuli energia potencjalna gra-
witacji ma takg sama postac, jak energia pochodzgca od punktu material-
nego o masie rownej masie kuli, umieszczonego w srodku kuli.
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Przykiad 9

Znalez¢ warto$cC sity, z jakg przyciggajg sie dwa jednorodne odcinki o dtu-
goéciach [l i I, lezace na jednej prostej, jezeli masa pierwszego wynosi
mq, masa drugiego mo, a odlegto$¢ miedzy Srodkami odcinkdéw wynosi d.

Wprowadzmy o$ wspotrzednych taka, ze Srodek masy lewego odcinka lezy
w punkcie —d/2, Srodek zas prawego w punkcie d/2. Wdwczas lewy od-
cinek odpowiada przedziatowi z1 € [—(d + 11)/2,(—d + 11)/2] (istot-
nie, Srednia tego przedziatu to —d/2 a jego dtugos¢ to 11), prawy za$
x> € [(d — l2)/2, (d+ 12)/2].

Rozpatrujemy przyczynek od elementow liniowych dxq, dxo, potozonych
w punktach, odpowiednio, x1 i z». Poniewaz gestos¢ liniowa pierwszego
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odcinka wynosi m1 /11, drugiego m»/l>, jako przyczynek do sity otrzymu-

jemy
my  m2
l l
G—12__. (21a)
(xp — 1)
Wyrazenie to nalezy teraz przecatkowac po obu odcinkach:
(—d+11)/2 (d+12)/2 i
F=glim2 / daq / dao . (21b)
l1l (z2 — 1)
—(d+11)/2 (d—12)/2
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| dalej, jezeli nie pomylitem sie w rachunkach,

(—d+1)/2

(d+12)/2
—1
F =gl dx1
l1l> T2 — X1] (4-1,)/2
—(d+11)/2
(—d+1)/2 1
mimo 1
=G d —
11> / 331< #—ml_l_%—xl)
—(d+1)/2
mM1Mm2 d—+ I (=d+h)/2 d— 12 (math)/2
=G In — 1 — |In —T1
l1lo 2 —(d+11)/2 —(d+11)/2
:GmlmQ In d—l—lg_—d-l—h _n d+l2+d+l1
l1l5 2 2 2 2
d—1l, —d—+ 11 d—1 d—+14
—In — In
| 2 2 T ‘ 2 T 2 )
2 _13\2
_ Gmlm2 4d (ll l2) (210)
l1lo 4d2 — (11 + 12)?
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Komentarz: W mianowniku wyrazenia (21c) wystepuje odejmowanie. Czy
nie prowadzi to do niedopuszczalnego dzielenia przez zero? Otdz jesli
d jest odlegtoscig sSrodkdw mas odcinkdw, a odcinki nie przekrywajg sie,
najmniejszg mozliwg wartoscia d jest (11 +1») /2. Odpowiada to zeru mia-
nownika, ale jednoczes$nie odpowiada to sytuacji, w ktorej odcinki stykajg
sie. To, formalnie, prowadzi do nieskonczonej wartosci sity grawitacyjnej.
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Catka [®°_e—*° da

Funkcja e~ nie ma funkcji pierwotnej (catki nieoznaczonej) wyrazajgce;
sie przez skonczong kombinacje funkcji elementarnych. Jednak catka

" 2
[ = / e d (22)
—00

istnieje i mozna jej wartos¢ znalez¢ w sposdb Scisty.
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Zauwazmy, ze

0@ O o0

[° = /e_deaz = /e_xzda: - /e_dey

W calce

23

— OO

— 00 — 00
O CIENNG® O]
— / / e—(mQ—I—yQ) dx dy

-0 —O&O
= ff e~ (@ +v?) g dy (23)
RQ
zmieniamy zmienne na biegunowe:
27 00 o0
2 e 2
I =/dcb/7“e d?“:27'('/7“6 dr (24)
0 0] 0

gdzie czynnik “r” pojawit sie z jakobianu. W catce (24) dokonuje zwyktej
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zmiany zmiennych

12

0 / e Ydu=m [—e_u} = (25)
0
Ostatecznie
© @)
= / e dy = V. (26)
— 0
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Wynik

26)) tatwo uogéini¢. Dla k > O

00 , Vkr =
/ e kT gy = de\/iEdt
— 00 —00 — —00, 0O — 00
_1 - 2
—t 7
Vk / 27)
—00
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Przyktad 10

Na podstawie (27) widzimy, ze dla kazdego xg

L[, (28)
e 20 r=1
V2mo? /

Catka (28) odgrywa bardzo wazng role w rachunku prawdopodobienstwa:
funkcja

1 _(w—xO)Q
o) = e 2 (29)

2mo

jest gestoscig rozktadu normalnego (lub rozktadu Gaussa) zmiennej loso-
wej o wartosci oczekiwanej zq i wariancji 2. Catka (28) moéwi, ze gestosé
ta jest poprawnie unormowana.
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Przykiad 11

Obliczmy catke

O O

d d
/CBQG_kadCE = — e ke gy = & T
dk dk V k
— 00 — 00
d . _1/2 1 ~3/2
= Vg k2= (=5) vak
1l /=«
~ 253 <9

Podobnie moglibyémy obliczy¢ catki postaci [ 22" e—kz? dx, n € N,
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Przykiad 12

Catka

i 2
/ e dr = 0 (31)
—00

z uwagi na nieparzystosc¢ funkcji podcatkowej. Natomiast (k > 0)

o [ kx? = ]
", 2kx dx = dt
/xe it = 1050
0 | 00 — 00 ]
© @)
1 1
— —/e_tdt:— (32)
Qko 2k
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: _y : , . OC 2 :
Podobnie mogliby$my obliczaé catki [ 22"+ e=k2° 4z, n € N, gdzie przez
0
podstawienie jak wyzej doprowadzamy do postaci dajgcej sie scatkowac

przez czesci.

Przykiad 13

0

1
/:183 e~ k7% gy = —/te_t dt = (33)
/ 2k2
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