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Funkcje uwiktane

Niech dane bedzie wyrazenie
F(x,y) =0 (1)

Jezeli daje sie ono “rozwigzac” w sposéb jednoznaczny ze wzgledu na v,
to znaczy przeksztatci¢ do postaci

y = f(z) (2)

przy czym réwnoscé

F(z, f(z)) =0 (3)
zachodzi w sposéb tozsamosciowy, méwimy, ze wyrazenie (1) zadaje funk-
cie y = y(x) w sposdb niejawny, a wyrazenie jest jego jawng repre-
zentacja.
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Przykiad 1

Wyrazenia
2¢r+3y—1 =0 (4a)
1 2
= —— — 4b
y=3-37 (4b)
sg niejawng i jawng reprezentacjg tej samej funkciji.
Podobnie
T —y
exp = oa
== (5a)
1—1In5
— 5b
YT 1Fms” (50)
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Rozwigzanie rownania (1) ze wzgledu na y niekiedy nie istnieje

(np. z2 + y2 + 1 = 0), niekiedy rozwiazanie nie jest jednoznaczne, nie-
kiedy za$ nie da sie go przedstawi¢ w postaci analitycznej (jawnej). W tych
dwoch ostatnich przypadkach mowimy, ze wyrazenie zadaje funkcje
y = y(x) w sposob uwiktany.

Przykiad 2

w2+y2—1=O:>y=:|:\/1—:c2 (6)

Przykiad 3

e TY —sin(z-y) —1 =0 = nie ma rozwigzania w postaci jawnej (7)
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Twierdzenie o funkcjach uwikianych

Twierdzenie: Jezeli istnieje punkt (xq, yg) taki, ze F'(xg,yo) = O i funk-

cja F'(x,y) jest w otoczeniu tego punktu ciggta i ma w otoczeniu tego

punktu ciggtg pochodng %—5, przy czym %—g‘x , %= 0, to w otoczeniu
0,90

punktu (xzq, yg) istnieje funkcja y = f(x) taka, ze F'(x, f(x)) = 0 oraz

Yo = f(z0)-
Ponadto jesli funkcja F'(x,y) ma w otoczeniu punktu (xzq, yg) ciagta po-
chodna %5, to

d oF
Y __ _ Oz (8)
dr or

Oy
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Przykiad 4

Rozwazmy wyrazenie

F(z,y) =2 +y°—1=0 (9a)

Punkt (%,—\@) spetnia rownanie (9a). Ponadto pochodna czastkowa

G = 2y przybiera w tym punkcie warto$¢ —v/3 # 0, a zatem wyrazenie

9a) mozna w otoczeniu tego punktu rozwikta¢ ze wzgledu na y:

y=—\1—2° (9b)

Wybor punktu lezgcego na konkretnym potokregu ustalit znak w wyraze-

niu ().
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Przykiad 5

Nadal rozwazamy wyrazenie (9a), ale tym razem bierzemy punkt (1,0).
Punkt ten lezy na okregu, ale w tym punkcie pochodna czgstkowa %F =0
| wyrazenia (9a) nie mozna w otoczeniu tego punktu rozwikfac ze wzgledu

nay.
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Przykiad 6

Obliczmy pochodng %= jezeli y = y(x) jest dana w postaci uwiktanej za
pomocg wyrazenia

Flz,y) =z —y+1=0 (10a)
Przede wszystkim
F
8_:xey_1:y_2 (10b)
y

gdyz z rownania (10a) wynika, ze x e¥ = y — 1. Stad wniosek, ze wyraze-

nie (10a) daje sie rozwiktaC ze wzgledu na y poza prostg y = 2. Dalej,
oF _
oxr

e¥ (10c¢)

zatem

= T = (10d)
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Ten sam wynik uzyskalibysmy r6zniczkujgc (10a) wyraz po wyrazie:

d d
— (e —y+1)=—0 (10€)
dx dx
d dy
— H——==0 10f
o (@el) — - (10f)
dy dy
e fae dr dx (109)
d
y(l—af;ey)—l—ey—O (10h)
dy _ ey eY e¥

10i
dr 1—xzeV 1—(y—1) 2 —vy (100
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Uogodlnienie na wiecej zmiennych

Rozwazmy funkcje F : RN — R i niech

F(xlawanaxN):O (11)

Jezeliistnieje punkt (x1,, z2,, - - - , * N, SPetniajacy ronanie (11), przy czym
funkcja F' jest w otoczeniu tego punktu ciggta oraz w tym punkcie DN OF = 0,
wyrazenie (11) daje sie rozwikta¢ ze wzgledu na x, w otoczemu tego
punktu, to znaczy istnieje funkcja f : RV—1 — R taka, ze

tn = f(r1,22,...,2N_1) (12)

oraz

F(CB]_,CL‘Q,...,CBN_]_,f(CL‘]_,CIJQ,...,xN_]_))EO (13)
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Ponadto jesli pozostate pochodne czgstkowe istniejg i sg ciggte,

OF
of oz,

. OF
ox; Dan

(14)
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Przykiad 7

Niech
F(z,y,z) =a2y+22+yz—3 =0 (15a)

Punkt (1,1, 1) spetnia rdwnanie (15a). W tym punkcie %—Z = 2 #* 0,
a wiec réwnanie (15a) daje sie rozwikta¢ ze wzgledu na z. Rozniczkujac
wyrazenie (15a)), odpowiednio, po x i po y otrzymujemy

0z 0z 0z Y+ z
y+z+x8x+y8x ox x4y ( )

0z 0z 0z x4+ z
t+r—4+z4+y—=0 == — = — 15¢c
Oy yay Oy r—+y (15¢)

co jest zgodne z (14).

Copyright © 2021 P. F. Géra 29-12



Ekstrema funkcji uwiktanej

Niech bedzie spetnione rénanie (1)) oraz zatozenia twierdzenia o funkcjach
uwiktanych. Wodéwczas funkcje y = y(x) daje sie rozwikiaé¢ i zachodzi
rownanie (8). Aby funkcja y = y(x) mogto mie¢ ekstremum, muszg by¢
spetnione oba warunki

F(x,y) = O (16a)
Z—i = 0 (16b)

Aby zbadac, czy rozwigzania uktadu réwnan (16)) w istocie sg ekstremami,

a jesli tak, to czy minimami, czy maksimami, musimy obliczy¢ drugq po-
2

chodna, %. Formalnie dla funkcji dwéch zmiennych, z,y, przy czym

y = y(x), operator rézniczkowania

d 0 dy O
—=— 2= (17)
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Rozniczkujgc wyrazenie (1), otrzymujemy

4= Yoo (18)

rownowazne warunkowi (8). Rozniczkujgc jeszcze raz
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d F F d
OF L OF dy) _ (19a)
dx \ Ox oy dx
F F
d o n d (0 .dy — 0 (19b)
drOx dx \ Oy dx
dOF d (OF\ d F d?
_8__|_ 0 .Y 0 2V 9 (19¢)
dedx dxr \Oy) dx Oy dz?
0  dy 9\ oF O ,dyd\OF|dy AL OF d?
+ Y + |+ “4 o2 =0 (19d)
Oxr dx0Oy) Ox Or dxdy) Oy|dx Oy dx
0°F  0°F d O0°F  0°F dy\dy AL OF d?
-+ Y +2 5 )L 2 — 0 (19e)
ox Oyox dx Oxdy Oyc dx)dx Oy dx
O2F O2F dy = 82%F /dy\? OF d?y
— 4+ 2 : : =0 19f
Ox? + OxOy dx + Oy2 (dw) * Oy dx? (191
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gdzie skorzystaliSmy z réwnosci pochodnych mieszanych. Zatem

d2y - 1 [02F 15 O2F dy n O2F (dy>2 (20)
dz2 %—Z Ox? OxOy dxr  Oy? \dx
Jezeli g—g = 0, wyrazenie to upraszcza sie do
2 0%F
a7y _ %wQ (21)
2 F
Wllgg=0 By
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Przykiad 8

Zbadajmy ekstrema funkcji uwiktanej y = y(x) danej w sposéb niejawny
za pomocg réwnania

F(z,y) =y* —8zy —4y+82°=0 (22a)
Musimy rozwigzac uktad rownan sktadajgcy sie z (22a) oraz réwnania
OF
B —8y + 16x = —8(y —2x) =0 (22b)
xr
skad = = 3y. Podstawiajac do (22a) otrzymujemy
4 L 5 1\? 5
y -85y —4y+8(§> y* =0 (22¢)
y4 — 4y2 — 4y + 2y2 =0 (22d)
y4 — 2y2 —4y =0 (22€)
y(y> —2y—4) =0 (22f)
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Rzeczywistymi pierwiastkami tego rownaniasg y = 0 = x = 0 oraz
y=2 = = 1.

Musimy jeszcze obliczy¢

O2F
~ = 16 22
85”’2 (229)
F
= 4y —8x — 4 =4(y> — 2z —1) (22h)
Yy

W punkcie (0,0) 0F /0y = —4 # 0, 82F/dz2 = 16,

2 : : : -
gw—g = —10 = 4 > (i funkcja uwiktana ma tam minimum.

W punkcie (1,2) 0F /0y = 4(8 —2 — 1) = 20 # 0, 0°F/dz? = 16,

d?y _ 16 _
de2 — 20
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Przeksztatcenia ptaszczyzny w siebie

Przypusémy, ze dane jest przeksztatcenie R? — R2

z = f(u,v) (23a)
y = g(u,v) (23b)
przy czym funkcje f, g sq okreSlone i ciggte w pewnym obszarze W. Je-

Sli punkt P(u,v) € W, to punkt Q(f(u,v), g(u,v)) nazywam obrazem
punktu P w tym przeksztatceniu.
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Przykiad 9

Niech
r = u? Yy = = (24a)
Obrazem kofa

u? 402 < 4 (24b)

w przeksztatceniu (24a) jest trojkat

O<z+y<4,z>20,y=>0. (24c)
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Jakobian

Wezmy przeksztatcenie (23) i zatbzmy, ze funkcje f,g sg (co najmniej)
klasy C'1. Wyznacznik
of of
D(f,9g) Ov
D(ua U) A1 8_g
nazywam jakobianem odwzorowania (23).
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Homeomorfizm i dyfeomorfizm

Twierdzenie: Jezeli w pewnym punkcie (ug,vg) € W jakobian (25) jest
rozny od zera

D(f,9)
D(u,v)

£ 0 (26)

(uo,v0)

to istnieje otoczenie U punktu Qo(ivo,yo) = Q(f(uo,vo),g(uo,vo)),
w ktérym odwzorowanie (23) jest odwracalne, to znaczy istniejg funkcje

jednoznaczne h, k takie, ze

u=h(z,y), v=k(z,y). (27)

Jezeli odwzorowanie (23) jest odwracalne na catej ptaszczyznie R? i od-
wzorowanie odwrotne jest ciggte, odwzorowanie to nazywam homeomorfi-
zmem. Jezeli ponadto odwzorowanie odwrotne jest co najmniej klasy C'1q,
odwzorowanie (23) nazywam dyfeomorfizmem.
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Uogodlnienie

Powyzsze rozwazania mozna uogolni¢ i zapisa¢ w bardziej zwartej formie.
Niech f : RY — RY bedzie funkcjg klasy co najmniej C;. Dla x =
(ZC]_,CCQ, R 7'CUTL) S RN

- fi(z1,20,. . 7N) ]

f(X) — f2($17x27"'733]\7) ERN (28)
 In(zy, o, TN)

| funkcje f1, fo, ..., fiv sg klasy co najmniej C'1 jako funkcje N zmiennych

rzeczywistych (Vi =1,..., N : f; : RNV = R).
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Macierz pochodnych czgtkowych

Fof Of ... 91 ]
Oori1 Oxo ox N
gfz ng gﬁ 3
J = Cf31 %2 | 5’.3N _ [ fz] (29)
: : h : axj i,j=1,....N
OfN 9fn ... O9INn
Ooxr1 Oxo ox N

nazywam macierzg Jacobiego funkcji (28). Wodwczas jakobian jest wy-
znacznikiem macierzy (29), J = det J.

Pojecia homeomorfizmu i dyfeomorfizmu uogodlniajg sie odpowiednio: Jesli
funkcja f (28) jest odwracalna na catej RV, a jej odwrotno$é jest ciagta,
nazywamy jg homeomorfizmem. Jesli funkcja (28) jest (co najmniej) klasy
C1, jest owracalna, a jej odwrotnos¢ tez jest klasy C1, nazywamy jg dyfe-
omorfizmem.
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Przykiad 10

Wspdtrzedne biegunowe i ich jakobian:

— r COS
{x rEsY (30a)
y =rsing
_ D(z,y) o 3—5’2 | cosy —rsing | o
J_D — 19 9y | T | sin rcoso | (30b)
(Ta@) or 9o 2 @
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Przyktad 11

Wspbirzedne cylindryczne i ich jakobian:

.

= rCOS
Yy =rsiny (31a)
z ==z
o 5 5 np o
D ’ r @ 0z COSp —rsinge
J = (m’yz): gﬁ gg) gg = | sing rcosy O |=r (31b)
D(r,p,2) | 5, 95 92 0 0 1
or Oy 0z
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Przykiad 12

Wspoirzedne sferyczne i ich jakobian:

p

x = 1rC0OSHC0OSdo
Jy = rcosésing (32a)
|z =rsind
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r 0
L _ D@y _ |5y 5y o
D(r, 6, $) o 5 9
or 00 0¢

cosfcos¢gp —rsinfcos¢ —rcosésing
= | cosfsing —rsinfsing  rCcosfcosqo

sin 6 7 COS 6 0
= 0 — r?sin? 60 cos 6 cos? ¢ — r? cos> 6 sin? 0
— r2sin? 0 cos # sin? ¢ — r? cos> 6 cos? ¢ —0
= —r2cosf (32b)

Copyright © 2021 P. F. Gora 29-28



Ekstrema warunkowe

Niech funkcje f(x,vy), g(x,y) bedg okreslone i ciggte w pewnym obsza-
rze D. Méwimy, ze funkcja f(x,vy) osigga w puncie (xqg,yg) ekstremum
warunkowe przy warunku g(z,y) = O, jezeli g(xg,yg) = O oraz ist-
nieje takie otoczenie punktu (xq,yg, ze dla kazdego punktu (x,y) nale-
zgcego do tego otoczenia i spetniajgcego warunek g(x,y) = O zachodzi

f(z,y) < f(z0,yo) (Maksimum) lub f(z,y) = f(zo,yo) (Minimum).
Twierdzenie: Jezeli funkcje f,g sg klasy (co najmniej) C1, warunkiem
koniecznym istnienia ekstremum w punkcie (xqg, yg) jest aby jakobian

D(f,9)
—0 33
D@9y 9
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Z powyzszego twierdzenia wynika, ze punkty, w ktdrych moggq istnie¢ eks-
trema warunkowe, znajdujemy rozwigzujac uktad réwnan

g(z,y) =0 (34a)
D(f,g9) _
D(z.9) =0 (34b)
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Metoda mnoznikow Lagrange’a

Wprowadzam funkcje pomocniczg

F(z,y) = f(z,y) + A\g(z,y) (35)
znajduje warunki konieczne na istnienie ekstremum funkcji F(x,y), czyli

zerowanie si¢ gradientu V F', a nastgpnie eliminuje czynnik nieoznaczony
A. Widaé, ze jest to rownowazne warunkom (34).

Uogdlnienie na N wymiaréw jest oczywiste: Jezeli szukam ekstremum

funkcji f(xq,...,xn) przy warunku g(zq,...,zy) = 0, wprowadzam
funkcje
F(:Blw . ,$N> — f(xlw . axN) + Ag(xlw . 733]\7) (36)
| eliminuje A z uktadu rownan
VF(:El,...,QZN)ZO (37a)
g(xq,...,zny) =0 (37b)
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Przykiad 13

Znajdzmy ekstrema funkcji f(x,y) = xy przy warunku z2 4 y2 =

W tym celu tworze funkcje

F(z,y) = oy + A= +y° — 2) (38a)
a nastepnie rozwigzuje uktad réwnan

IF —y 42Xz =0
I =a+2xy =0 (38b)
CL‘2 + y2 — 1
Z pierwszego z tych réwnan otrzymuje A = —4-. Po podstawieniu do

drugiego réownania daje 2 — y2 = 0. Ostatecznie otzrymuje uktad dwu
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rownan z dwiema niewiadomymi

2 —y2 =0
{"32 +y° =1 (38c)
ktdrego rozwigzaniami sg cztery punkty (i\lf, + f) katwo sprawdzic,
ze f (\/_ \/_) = f( —\%) é co odpowiada maksimum, nato-
miast f (\F’ —ﬁ) = f (_%,—2) % co odpowiada minimum.
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Krzywe na ptaszczyznie

Wykres funkcji ciggtej jednej zmiennej rzeczywistej jest krzywg na ptasz-
czyznie, czyli zbiorem punktow {(x, f(x)) : = € D}, gdzie D jest dzie-
dzing funkcji f(xz) i dodatkowo jest przedziatem wiasciwym lub zbiorem
jednostronnie lub obustronnie nieskonczonym. Warunki, ze dziedzina nie
jest “pokawatkowana”, a funkcja jest ciggta, stanowig, ze jej wykres jest
“Krzywg” w potocznym rozumieniu tego stowa.

Funkcja nie musi by¢ przy tym dana jawnym wzorem — moze by¢ funkcjg
uwiktang.

Sa jednak krzywe, ktdre nie sg wykresami jakiejs¢ funkcji z uwagi na brak
jednoznacznosci. Okazuje sie, ze Sciste zdefiniowanie pojecia krzywej jest
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trudniejsze, niz to sie moze wydawacé. My przyjmujemy nastepujacg defi-
nicje:

Krzywa nazywam dowolne ciagte odwzorowanie ~ : I — R?2, gdzie I jest
pewnym przedziatem liczb rzeczywistych: wtasciwym (I = [a, b], najcze-
Sciej przyjmuje sie I = [0, 1]) badz jednostronnie lub obustronnie nieskon-
czonym. Innymi stowy, krzywa to zbiér punktéw {(p(t),y(t)) : t € I},
a funkcje ¢(t), ¢ (t) sg ciggte.
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Krzywa Peano

Powyzsza definicja uwazana jest za wadliwg, gdyz pozwala uznac¢ za “krzy-
we” obiekty w pewnym sensie “patologiczne”, na przyktad ciagte odwzo-
rowanie odcinka [0, 1] w kwadrat [0, 1] x [0, 1]. Krzywa takg nazywa sie
krzywg Peano (wtasciwie powinno sie méwic “krzywa Peana”). Nam jednak
definicja podana na stronie |35 wystarcza.

|k

Cztery etapy konstrukcji krzywej Peano.
Grafika autorstwa Autorstwa Gunther-commonswiki — Praca wiasna, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=206015
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Przykiad 14

Spirala Archimedesa r = a - ¢, a = const > 0.
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Spirala logarytmicznar = a - ¥, a = const > 0, k # O.

EN
Qy
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Spirala logarytmiczna k = (v/5 — 1) /2
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1:1.618
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Krzywa gtadka

Krzywa (o(t), ¥ (t)) nazywam gtadka, jezeli funkcje o, v sg klasy C1.

Krzywe, ktdre w zadnym punkcie nie sg rézniczkowalne, nazywam frakta-
lami.

B
Uy
) -
~ P
krok 4 Kh,ﬁﬁ.} Q'E.,«_.} o
N . .
krok3 . 5 A R
krok2 /N / Ve AR

4/
krokt1 _  /

krok O _—

Poczatkowe etapy konstrukcji krzywej Kocha
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Styczna i normalna

Styczna do wykresu funkcji w punkcie (xq,yg), przy czym yo = f(xqg),
dana jest rownaniem

y = f'(z0)(z — z0) + yo (39a)
a wobec tego normalna dana jest przez
1
y = — (z — o) + yo (39b)
f'(zo)

gdzie f/(zg) jest pochodna funkcji f(x) w punkcie xg.

Wyrazenia (39) mozna natychmiast uogdlni¢ na funkcje dane w sposoéb
uwiktany, przy czym do obliczenia f'(zg) nalezy uzyé wyrazenia (8).
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W przypadku krzywej danej parametrycznie

r = ()
(40)
{y = (1)
najpierw obliczamy rozniczki
dz = ¢'(D)], dt (41a)
dy = '(t),, dt
po czym obliczamy
dy 90/(75)|t
f'(zo) = - = ° (41b)
dz|(z0,y0) W(t”to

przy czym tg jest punktem, dla ktérego (xzg, yg) = (¢(to), ¥ (tg)), W ktd-
rym wyznaczamy styczng i normalna.
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W punktach, w ktércyh pochodna dy /dx nie istnieje, nie mozna wyznaczycC
ani prostej stycznej, ani prostej normalnej do krzywej.
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Wektor styczny i nhormalny

P

Wyrazenia (39) dajg réwnania na prostg styczng i normalng do krzywe;j.
Niekiedy potrzebne sg unormowane wektory, odpowiednio, styczne i nor-
malne do krzywe.

Korzystajgc ze wzoréw na wektor kierunkowy prostej i z (39), widzimy, ze
wektor styczny do krzywej dany jest wyrazeniem

1

s = S |1 F(@)] (42)
V1+ (/@)
natomiast wektor normalny
1 [ 1
n— -1, — (43)
1 f( )]
\/ LT Gy '
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Pochodng wyliczamy w sposdb adekwatny do sposobu zadania krzywej,
w punkcie lezgcym na krzywej.
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Przyktad 15

Wyznacz styczng i normalng do spirali Archimedesa:
r=a-p (44a)

Przechodzgc do wspétrzednych kartezjanskich mamy
I
y

@:(agocosw)’:cosw—gosingo: 1 —ptgo (440)
dx (apsiny)  sing 4 pCcosy o+ tgp o0

aw COS

_ (44b)
ap Sin

Mamy
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gdzie ¢g jest kgtem opisujgcym pewien punkt na spirali. W takim punkcie

yo/xo = tg . Zatem rdwnanie stycznej ma postac

— L0 (
= z —x0) + Yo (444d)
zoarctg 22 +yo
i analogicznie dla réwnania normalne,;.
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Pochodna wektora o ustalonej diugosci

Przypusémy, ze pewien wektor s = [sq, so,...,sn] € RY ma ustalona
dtugosé:
s]|? = Z s? = s = const (45)
1=1
2 _

Bez straty ogolnosci mozemy przyjaé, ze s

Wektor s moze sie zmienia¢ w zaleznosci od pewnej zmiennej ¢, ale tak,
aby warunek (45) byt zachowany. Oznacza to, ze moze sie zmieniac kie-
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runek wektora, ale nie jego dtugosc. Zrézniczkujmy wyrazenie

d (X, d
- si| = —const
dt \ /=1 dt
d N
dt \ ;=1
N dSi
22 I — 0
i=1  at
N
Zszsz = 0
1=1
Sos =

45):

(46a)

(46Db)

(46C)

(46d)

(46e€)

gdzie skorzystaliSmy z twierdzenia o funkcjach uwiktanych oraz przyjelismy
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oznaczenie g =

Warunek

46e

d—”(z, jesli zmienna t jest interpretowana jako czas.

oznacza, ze pochodna wektora o ustalonej dtugosci jest

prostopadta do tego wektora.
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Przykiad: Ruch jednostajny po okregu

Ruch jednostajny po okregu najtatwiej przedstawi¢ we wspotrzednych bie-
gunowych:

{r = const (47)
w = wt
We wspotrzednych kartezjanskich mamy wobec tego opis parametryczny:
| rcoswt
x(t) = 7 Sin wt ] (48)
Predko$¢ w ruchu jednostajnym po okregu wyraza sie wzorem
_odx(t) . | —rwsinwt
M x(t) = [ rw COS wt ] (49)
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Zauwazmy, ze v = ||v| = \/ 2w2sin?wt + r2w?cosfwt = rw
const. Nie dziwi zatem, ze

—rw?sinwt (50)

a(t) = dv(t) _ () = [ —rw? coswt ]

jest wektorem prostopad’rym do wektora v: aov = 0. JednoczesSnie
a = —w’xorazxoa= —r2w? < 0, czyli wektor a jest antyrdwnolegty
do wektora x: Jesli wektor x jest wektorem wodzgcym punktiu na okregu,
a wiec wskazuje od srodka uktadu do punktu na okregu, wektor a wska-
zuje od punktu na okregu do srodka uktadu wspotrzednych. Wektor a (50

nazywamy przyspieszeniem dosrodkowym.

Wartos¢ przyspieszenia dosrodkowego wynosi
a=|a|| = \/r2w4 cos? wt + r2w?*sin?wt = rw? = v2/r.
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