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Dodawanie punktow i wektorow ©®

Punkt w przestrzeni X € RYY mozna utozsamiaé z jego wektorem wodza-
cym X. Jesli p € R jest wektorem, napis

Y=X+p (1)
bedzie oznaczaé punkt o wektorze wodzacym Y.

35
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Funkcje wielu zmiennych

Rozwazamy przestrzen RYY z zadang metryka o(-, -). Nas bedzie intere-
sowac wytgcznie metryka euklidesowa, ale w rozmaitych zastosowaniach
bardziej uzyteczne mogg okazac sie inne metryki.

Funkcjg rzeczywistg N zmiennych rzeczywistych nazywam relacje jed-
noznaczna f : RY — R: Pewnemu punktowi przestrzeni RY — lub
pewnemu zestawowi zmiennych xz1, x5, ..., x, bedgcymi wspotrzednymi
tego punktu — przyporzadkowuje w sposob jednoznaczny pewng liczbe
rzeczywistg, bedgcg wartoscig funkcji w tym punkcie.

Jednoznaczno$¢ ma zasadnicze znaczenie: temu samemu punktowi moze
byC przypisana jedna i tylko jedna warto$¢ funkgji, ale, w ogdlnosci, war-
tos¢ ta moze byC przypisana wielu punktom. Oczywiscie inne funkcje
moga w tym punkcie przybieraé inne wartosci.

Copyright © 2021 P. F. Géra 28-3




Przyktad 1

Przyktady funkcji rzeczywistych dwu, trzech, czterech zmiennych rzeczy-
wistych:

fi(z,y) = z° + 2y + y2 (2a)
fo(z,y) =« -sin(y) —y - cos(z) (2b)
Ty + xz + yz

In (422 + 323 + 223 + 2%
CB% —+ x% —+ a:% + xi

f4($1, o, X3, 374) —

Zauwazmy, ze f1, fo> i R? 5 R, f3 : R3 5 R, f1 : R* > R.
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Granica funkciji wielu zmiennych

W przestrzeni metrycznej (RN : g) mozemy zdefiniowaé granice funkcji
w punkcie, uogolniajgc znang z teorii funkcji jednej zmiennej definicje Cau-
chy’ego:

XIi_)rr;(oj‘"(x) =g Ve>036>0Vx: (o(x,%x0) <= |f(x) —g| <e)
(3)

Mozna tez sformutowaé réwnowazng definicje Heinego, wykorzystujaca
zbieznos¢ ciggow:
Jm f(x) =g & V{xn}ly : (lim xn =x0 = lim f(xn) = g)

(4)

Mozna takze definiowac granice niewtasciwe.
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Uwaga!

Granica funkcji wielu zmiennych moze nie istnie¢, podobnie jak nie musi
istnie¢ granica funkcji jednej zmiennej. W przypadku wielowymiarowym
pojawia sie jednak nowy problem, niewysteujacy w przypadku jednowy-
miarowym: Granica funkcji wielu zmiennych nie moze zaleze¢ od drogi,
wzdtuz kitorej zmierzamy, czy tez od sposobu, w jaki zmierzamy do gra-
nicy.
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Przykiad 2

Przyjrzyjmy sie funkciji
LY
— 5
| rozpatrzmy granice
lim ik (6)

(z,9)—(0,0) 2 + y?
1. Niech y = x. Wowczas granica (6) przybiera postac

=012 4+ 22 2502 2
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2. Niech y = /|x|. W tym wypadku otrzymujemy

lim — il = |lim (Sgn(m))\/mzo (7b)

r—0x2 + |x| z—=0zsgn(z)+1

3. Niechteraz x = r cos ¢,y = rsin . W tym wypadku otrzymujemy

2 R

, 7<SIN @ COS @ 1
lim = —sin(2 7/C
r—0+ 72 C05290—|—7°25in2g0 2 (2¢) (7c)

Jak widzimy, granica (6) przybiera r6zne wartosci w zaleznosci od sposobu
podgzania do punktu (0, 0). Wnioskujemy stad, ze granica (6) nie istnieje.
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Granice iterowane

Jezeli granica (3) istnieje, istniejg tez granice iterowane, czyli granice, gdy
poszczegolne zmienne “po kolei” zmierzajg do punktu granicznego.

Dla przyktadu funkcji dwdch zmiennych

| _ e _
aoim o f@y) =g = Jlim (yggof(x,y)> g

A lim (Iim f(:c,y)) =g (8)

Y—Yo \T—IQ

Istnienie i rownos$¢ granic iterowanych jest warunkiem koniecznym istnie-
nia granicy, ale nie jest warunkiem wystarczajgcym.
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Przyktad 3

Po raz kolejny rozpatrzmy funkcje (5). Granice iterowane spetniajg

.0
lim ( lim —— — lim — —Iim0=0  (9a)
z—0 \y—0 22 4 y2 z—022 4+ 02 20
0O -
lim [ 1im —2Y — lim Y —lim0=0  (9b)
y—0 \z—0 12 4 y2 y—002 4+ y2  y—0

a jednak granica (6) nie istnieje.
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Zdefiniowawszy pojecie granicy w przestrzeni RY, mozemy teraz zdefi-
niowac ciggtosc¢ funkciji, pojecie ciggu Cauchy’ego, a takze zastanowic sie,
w jaki sposdb mozna uogolni¢ pojecie pochodnej. Dla funkcji jednej zmien-
nej x pochodna okresla predkos$¢ zmian, gdy warto$¢ zmiennej niezaleznej
zmienia sie o infinitezymalnie matg wielkos¢. W przypadku funkcji wielu
zmiennych kazda z nich moze sie zmieniac¢ niezaleznie od pozostatych.
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Pochodna kierunkowa

Niech f : RV — R bedzie pewna funkcja, xg € R pewnym punktem,
p € RN — pewnym wektorem unormowanym do jedno$ci, ||p|| = 1. Zde-
finiujmy

g(a) = f(x0 + ap) (10)
Zauwazmy, ze funkcja (10) jest funkcjg jednej zmiennej, o.. Mozemy zatem
rozwazac jej pochodng

D= (5osGo+ap)) (11)

Jezeli pochodna (11) istnieje, nazywam jg pochodna kierunkowa funk-
cji f w punkcie xg w kierunku wektora p.

a=0
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Przykiad 4

f(z,y) = (z +y)?-sin(z — y) (12)

Niech xg = (g, g) p= [\/‘ f} Wéwczas funkcja (10) przybiera postaé

2
gle) = (§+ﬁ+5+ﬁ) S‘”(ﬁﬁ—a—ﬁ)
2
— (H@a) .Sin0=0 (13)

3—0 = O i widzimy, ze pochodna kierunkowa funkcji (12) w podanym punkcie i w kierunku

podanego wektora wynosi 0.
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Przyktad 5

Niech f(z,y) bedzie okresSlona wzorem

— |1 1
alep = [\/5,—\/5

] . Wowczas funkcja

2
7T (8% T (8%

V2 V2
— 12.sin (\6&)

12), xg = (g, g) jak poprzednio,

10) przybiera postac

sin <§+ﬁ_§+ﬁ>
(14)

Zatem pochodna kierunkowa funkcji (12) w tym samym punkcie, co po-

przednio, ale w kierunku drugiego podanego wektora wynosi

d d
d—g = d—772 . Sin (\6 a)
o la=0 87 a=0
= 7°v2cos (\/§a> ‘a_o = /2 7? (15)
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Pochodne czastkowe

Pochodne kierunkowe w kierunku kolejnych wektorow osi kartezjanskiego
uktadu wspoétrzednych nazywam pochodnymi czgstkowymi i oznaczam

g—a{;, g—a:fQ, ..., Qdzie x1,xzo,... sg kolejnymi zmiennymi.

Tak wiec

0 d d

—f — —f(X—|—C¥[1,0,0,]> :—f(ibl—I—CE,CUQ,CU:J,,---)

0x1 do a=0 da a=0
(16a)

o, d d

of = —f(x+«a-[0,1,0,...]) = —f(z1, 20+ ,23,...)

0xo do a=0 do a=0
(16b)

Operacyjnie pochodne czgstkowe oblicza sie jak “zwykte” pochodne, trak-
tujgc pozostate zmienne jak parametry o ustalonych wartosciach.
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Przykiad 6

of of
f(xay)_xy7ax_yaay_x (178)
Fz,y) = r+y (9f:—:1:2-|-y2—2:1:y 3f::1:2—y2—2:1:y
’ 22 +y2’ O (x2+y2)?2 oy (z2+y?)?
(17b)
. of of

f(x,y) = sin(2x 4+ 3y), B = 2cos(2z + 3y), 8_y = 3 cos(2z + 3y)
(17¢)
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Przykiad 7

Pochodne czgstkowe funkciji

12

Wynoszg

0

O = 2@ +y)sinG—y) + @ +y)2cosiz—y) (183

0

a—i — 24y sin(@—y)— (@ +y)2cos(—y)  (18b)
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Pochodna zupetna

Dla uproszczenia notacji ogranicze sie tu do funkcji dwu zmiennych, ale
wynik mozna tatwo uogdlni¢ na przypadki wiecejwymiarowe.

Niech f(u,v) bedzie rbézniczkowalng funkcjg dwu zmiennych. Zatézmy
teraz, ze u = u(t),v = v(t) same sg funkcjami jakiejs innej zmiennej, t.
Wdowczas

z(t) = f(u(t),v(t)) (19)

Jak obliczy¢ pochodng z(t)? Jesli znamy jawng postac funkcji f, mozemy
podstawi¢ i rézniczkowaC jak w przypadku jednowymiarowym. Okazuje
sie jednak, ze — uogolniajgc pojecie pochodnej funkcji ztozonej — mozna
pokazac, ze

dz _ Of du Of dv

— = . — 4+ = . — 20
dt ou dt+8v dt (20)
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lub, uogolniajgc na N zmiennych,
dz 0 dx 0 dx 0 dx
dz _ Of dz i ;o dwo 4t f o dxy .
dt Oxq dt Oxo dt Oxy dt
Wzor (21) nazywa sie wzorem na pochodng zupetng lub catkowita.

(21)
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Przykiad 8

Rozpatrzmy funkcje

12

zaktadajac, ze x,y zalezg od zmiennej t w ten

sposOb: x = at,y = bt. Niech z(t) = f(at,bt). Korzystajac ze wzoru
na pochodng zupetng i obliczonych wczesniej pochodnych czastkowych,

mamy
dz of da:_|_8f dy
dt Oz dt Oy dt

(Q(at + bt) - sin(at — bt) + (at + bt)2 cos(at — bt)) . a

+ (Q(at + bt) - sin(at — bt) — (at + bt)2 cos(at — bt)) b

2(a + b)?tsin((a — b)t) + (a — b)(a + b)2t? cos((a — b)t)

(22)
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Gradient funkcji

Wektor ztozony z pochodnych czgstkowych (ze wszystkich pochodnych
czastkowych) pewnej funkcji w danym punkcie nazywam gradientem funk-
cji I oznaczam

[af Of Of

: : ,...| =grad f =V 23
Ox1 Oxo Oxs3 ] J / / (23)

gdzie symbol V, “nabla”, oznacza formalny operator rézniczkowania po
kolejnych wspotrzednych:

V = 0 : 0 : 0 e
Ox1 Oxo Oxs3

(24)
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Geometryczna interpretacja gradientu

Niech f : RY — R bedzie pewna funkcja (co najmniej) jednokrotnie roz-
niczkowalng w sposob ciggty. Przypuscmy, ze znajdujemy sie w punkcie
x | przesuwamy sie o niewielkg wartos¢ «, |a| < 1, w kierunku pewnego
wektora p:

X X+ ap. (25)
Pytanie, jak bardzo na skutek tego przesuniecia zmieni sie wartos¢ funk-
cji f7?
Zauwazmy, ze funkcja

g(a) = f(x+ ap) (26)
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podobnie jak wczesniej, jest, przy ustalonych wartoSciach x i p, funkcjg
jednej zmiennej, . Rozwijajac ja w szereg Taylora do pierwszego rzedu
dostajemy

g(a) =~ g(0)+a j—i - (272)
Af=Ag=g(a) —g(0) ~ « ;Z—i - (27b)

gdzie “A f” oznacza zmiane funkgji f.

Mozemy napisac

g(a) = f(x+ ap) = f(z1 + ap1,z0 + apo,...,xny +apy) (28)
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zatem, zgodnie ze wzorem na pochodng zupetng (21),

dg _ % <8f<x +ap) d(z; + ap»)
dolo=0 ‘=1 \9(z; + ap;) do S
N
0
= > = (pop (29)
i=1 8%
gdzie p; sg sktadowymi wektora p. Innymi stowy,
Af~a-(Vf)op (30)

Zatem przy ustalonych wartosciach «, ||p||, zmiana funkcji (30) jest naj-
wieksza, gdy £(Vf,p) = 0. Gradient wskazuje kierunek najszyb-
szego wzrostu wartosci funkcji.
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Poziomnice

Poziomnice to krzywe, wzdtuz ktérych warto$¢ funkcji wielu zmiennych jest
stata.

Z wyrazenia (30) wynika, ze jezeli (Vf) o p = 0O, czyli gdy kierunek gra-
dientu i kierunek lokalnego przesuniecia sg prostopadte, A f = 0: Bardzo
mate (|a| < 1) przesunigecie w kierunku prostopadtym do gradientu nie
prowadzi do zmiany wartosci funkcji. Wynika stad, ze gradient jest (lokal-
nie) prostopadty do poziomnic funkciji.
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rzyktad 9
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Pochodne czastkowe wyzszych rzedow

Pochodne czgstkowe funkcji N zmiennych same sg funkcjami N zmien-
nych. Mozna wiec definiowaé ich pochodne czastkowe, czyli pochodne
pochodnych. Zmienne mogg sie miesza¢! Dla funkcji dwdch zmiennych

flz,y)

>
8%2 — %(%) (31a)
0z 0y - a?(aj) 1o
azgx = a%(%) (31¢)
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W sposob oczywisty mozna to uogdlni¢ na funkcje trzech i wiecej zmien-
nych, a takze na pochodne wyzszych rzeddéw.

Przykiad 10

Niech

_ T~y
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Wowczas

of
ox
of

02 f
Ox2
02 f
ox Oy
02 f
Oy Ox

(z + y)?2
—2x

(z + y)?2

(z + y)3
2(x —y)

(z + y)3
2(x —y)

(x4 y)3
4x

(z + y)3

(32b)

(32¢)
(32d)
(32e)

(32f)

(329)
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Funkcje klasy C>

Jezeli funkcja dwu zmiennych jest odpowiednio gtadka, to
1° jej drugie pochodne czgstkowe sg ciggte
2° pochodne mieszane sg sobie rowne

0°f  0°f
Ordy Oy oz
| podobnie dla wigkszej liczby zmiennych:
2 2
orF _ 9 i,j=1,...,N

(9:172' 8£Ej o aaﬁj 85137; ’

(33)

(34)

O funkcjach, ktorych drugie pochodne sg ciggte i kidre spetniajg warunek

34) mowimy, ze sg klasy C>.
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W ogélnosci funkcja N zmiennych ma N2 drugich pochodnych czastko-
wych. Jezeli funkcja jest klasy co najmniej C5, liczba niezaleznych drugich
pochodnych czgstkowych redukuje sie do N(N — 1)/2.

Copyright © 2021 P. F. Géra 28-31



Rézniczka zupetna

Niech f : RYY — R bedzie funkcja klasy (co najmniej) Co. Wyrazenie

dfzﬁ-d:nl—l—ﬁ-dwg—k---—l—ﬁ-da:]v (35)
0xq 0xo ox N
nazywam rozniczkg zupetng funkcji f w pewnym punkcie, mianowicie w tym,
w ktérym obliczane sg wszystkie pochodne czgstkowe. Rozniczka zupetna
opisuje zmiane funkcji, gdy poszczegolne zmnienne niezaleznie zmieniajg

sie o infinitezymalnie mate wielkos$ci, odpowiednio, dxq, dx>, ..., dxy.

Zauwazmy, ze poniewaz df jest rozniczka funkcji klasy C», pochodne mie-
szane z zatozenia sg sobie réwne.

Ro6zniczka zupetna okresla geometrie hiperptaszczyzny lokalnie stycznej

do N wymiarowego “wykresu” funkcji f.
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Forma rozniczkowa

Uogdinieniem wyrazenia (35) jest wyrazenie

DQ = wi(xq1,x20,...,2N)dxr] +us(x1,20,...,2N)dTo + ...

+ un(z1,72,...,2N)dTN (36)
gdzie uq,u»o, ..., un Sg pewnymi funkcjami klasy (co najmniej) C4. Jezeli
dla kazdej pary i, 5 zachodzi

vij=1,... N:2% 9% (37)
aaﬁj 8:1:Z

wyrazenie (36) mozemy traktowac jako rdzniczke zupetng pewnej funk-
cji; warunek (37) jest wéwczas warunkiem réwnosci pochodnych miesza-
nych (34).
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Jezeli dla cho¢ jednej pary 7, j warunek

37

nie zachodzi, wyrazenie

36

nie jest roézniczkg zupetng zadnej funkcji. Forme rézniczkowg (36) nazy-

wam wowczas formg Pfaffa.

Copyright © 2021 P. F. Géra
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Przykiad 11

Forma rézniczkowa

1
df = ~dz — —dy (38a)
Yy Yy
jest rézniczkg zupetng, gdyz
1 1
g - :——:g _r (38b)
Oy \y y2  Ox \ y?
x 1 x
d (—) = —dr — —dy (39)
Yy Yy Yy
Prosze to poréwnac ze wzorem na pochodng zupetng (20).
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Czynnik catkujacy

Niech (36) bedzie formg Pfaffa. Jezeliistnieje taka funkcja u = u(xq,xo,...,2N),

ze wyrazenie

:UJ(mla S 7:EN)U1<$17 R 7:CN)d$1+' . °—|—,UJ($]_, <o 7$N)UN(3317 R 7CCN)d:CN
(40)

jest rozniczkg zupetng, to znaczy

O ui) _ O - uy)
. 8:ch (9%7;
forme Pfaffa (36) nazywam catkowalng, a funkcje © nazywam czynnikiem
catkujgcym.

Vi,j=1,...,N

(41)

Twierdzenie: Kazda forma Pfaffa dwu zmiennych posiada czynnik catku-
jacy.

Nie kazda forma trzech i wiecej zmiennych jest catkowalna.
Copyright © 2021 P. F. Géra 28—-36




Przykiad 12

Forma rézniczkowa

1
DQ = ~dz + “dy (42a)
Yy Yy
nie jest rozniczkg zupetng, gdyz
o (1 1 0 [ x 1
oy \y Y o \y Y
Jednak forma Pfaffa (42a) posiada czynnik catkujacy © = y2. Istotnie,
wyrazenie
1
2 —dm—l—y —dy = ydxr + xzdy (42c)
Y y?
jest rozniczkg zupetna:
d(xy) = ydr + x dy (42d)
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Uwaga! Dla form rézniczkowych dwu zmiennych

DQ = u(x,y)dr +v(x,y)dy (43)

czynnik catkujacy czesto (choC nie zawsze!) mozna znalez¢ zaktadajac,
ze jest on funkcja tylko jednej zmiennej: p = p(x) lub u = u(y).

Twierdzenie:
1° Jezeli wyrazenie
1 ou B ov (44a)
v \OJy Oz
jest funkcja wytgcznie zmiennej x, czynnik catkujacy 1 = p(x) i jest on
postaci
1
u(x) = exp (/— <8u — 81}) daz) (44Db)
v \Ody Oz
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2° Jezeli wyrazenie

1
1 ov B ou (453)
u \O0xr Oy
jest funkcjg wytgcznie zmiennej y, czynnik catkujacy 1 = up(y) i jest on
postaci
1 /0v Ou
) =exp | [0S0 ay (45D)
u \Odx Oy

Istniejg takze warunki istnienia bardziej ogolnych form czynnikéw catkuja-
cych.
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Przykiad 13

Czy forma rézniczkowa
2

DQ =L de 4+ ydy (46a)
T
jest rozniczkg zupetng? Liczymy
o (y? %, 2 2
) Ly =Y _o=2Y 20 (46b)
oy \ = ox x x
a wiec podana forma rozniczkowa nie jest rézniczkg zupetng. Jednak
1/(0 (y? %, 1 2y 2
() Ly =2 =2 (46¢)
y \Oy \ = oz Yy x T

jest funkcjg tylko zmiennej x, istnieje czynnik catkujgcy majacy postac

= exp (/gdm> =exp(2Inz+C) = C exp (In gc2) = C 22, (46d)
xXr
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gdzie C,C = exp(C) sg statymi. Przyjmijmy C = 2. Po przemnozeniu
przez czynnik catkujacy © = 2z2, podana forma rézniczkowa przybiera
postac

2:13y2 dr + 2:132y dy (46e)
a:2y2 (46f)

df
f

Copyright © 2021 P. F. Géra 28—41



Przykiad 14

Czy forma r6zniczkowa
DQ = (z° 4+ y) dz — = dy (47a)

jest rozniczkg zupetng?

Sprawdzamy:

aﬁ(xz—l-y)—ﬁ(—w): 1-(-1)=2#0 (47b)
Yy oz
Poniewaz jednak
1 [0, 5 0 _ 2
— (8—y($ +y) — a—aj(—ﬂf)) = (47¢)

—X
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jest funkcjg wytgcznie zmiennej x, u = p(x) oraz

1L = exp (-2/%) — m% (474)

Wyrazenie

1 1 1
df=x—2-(x2+y)dw+x—2-(—cv)dy= (1+$%)dx—;dy (47e)

jest rozniczkg zupetna.

fay) =2~ (47)
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Zadanie

Czy forma rézniczkowa

2z +y

DQ = ydx — 5
Y

dy (48)

jest rozniczkg zupetng? Jesli nie, znajdz jej czynnik catkujgcy. Bonus:
Znajdz funckcje, ktérej rozniczka ma postac (48), po ewentualnym prze-
mnozeniu prawej strony przez czynnik catkujgcy.
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Szereg Taylora

Odpowiednio gtadkie funkcje wielu zmiennych, podobnie jak funkcje jedne;
zmiennej, mozna rozwija¢ w szereg Taylora. Ze wzgleddw praktycznych
ograniczymy sie do funkcji klasy C'5 i do rozwiniecia do drugiego rzedu.

Niech f : RY — R bedzie funkcja klasy C> w otoczeniu pewnego punktu
xo € RYV. Przypu$émy, ze oddalamy sie od tego punktu o &; w kierunku
i-tej wspotrzedney:

(zg)1 — (x0)1 t+e1 (49a)
(zg)o — (z0)o+e2 (49Db)
(zo)y — (zo)ny ten (49c)
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(xzg), 0znacza i-tg wspotrzedng punktu xq. Wektor przesuniec
[e1,€9,...,en] 0Zznaczam . Wéwczas

Fxo+e) = F(x0)+(Vlo) e+ TAe+0 () (50)

gdzie A € RV*XN jest macierza drugich pochodnych czastkowych funk-
cji f obliczanych w xq:
02 f
8%2' 637]'

(51)

X0
Macierz te nazywamy hesjanem lub macierzg Hessego. Poniewaz funkcja

jest klasy C5, hesjan jest macierzg symetryczna.
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Minima i maksima funkcji wielu zmiennych

Gradient pokazuje kierunek najszybszego wzrostu funcji. Jesli
|V fl«|l = 0, funkcja lokalnie, w przyblizeniu liniowych, nie zmienia warto-
sci. W takich punktach funkcja moze mie¢ minimum lub maksimum.

Warunkiem koniecznym istnienia minimum lub maksimum funkcji dwu zmien-
nych jest

Vfly=0 (52)
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Warunki istnienia ekstremow

W otoczeniu piunktu, w ktorym gradient znika, o zachowaniu funkciji decy-
dujg algebraiczne wtasnosci hesjanu: Jezeli Vf\XO = 0,

f(xo+) = f(x0) + e Ae (53)

gdzie A jest hesjanem w xg.
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Minimum

Jezeli w punkcie, w ktérym Vf|XO = 0, hesjan jest dodatnio okreslony,
z warunku (93) wynika, ze mate odchylenie sie od tego punktu w dowolnym
Kierunku powoduje, ze wartosci funkcji rosng: funkcja ma zatem w tym
punkcie minimum.

Poniewaz hesjan jest macierzg symetryczng, rzeczywistg, warunek dodat-
niej okreslonosci jest ronowazny temu, ze wszystkie wartosci wtasne he-
sjanu sg wieksze od zera.

Zauwazmy, ze jesli funkcja jest klasy C», a wiec jej drugie pochodne czgst-
kowe sg ciggte, to jezeli hesjan jest dodatnio okreslony w pewnym punk-
cie x (niekoniecznie w minimum), istnieje otoczenie tego punktu, w ktérym

hesjan takze jest dodatnio okreslony.
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Przykiad 15

Funkcja Rosenbrocka:
f(x,y) (1 —2)? + 100(y — 22)? (54a)
Vf [—2(1 — ) — 400z(y — 22),200(y — 22)] (54b)

Jak fatwo sie przekonaé, punkt (x,y) = (1,1) jest jedynym punktem,
w ktérym V f znika.

Hesjan ma postaé

_ [ 24800z —400z

802 —400
A=1"_400z 200 _[ ] (54¢)

](1,1) —-400 200

a jego wartosciami wtasnymi sg Ay = 501 4+ /250601 ~ 1001.6,
A> = 501 — /250601 ~ 0.4. Obie wartosci wtasne sa dodatnie, za-
tem hesjan jest dodatnio okreslony, zatem funkcja Rosenbrocka osigga
w punkcie (1, 1) minimum.
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Rosenbrock function z = (1-><)2 + 100(y-x2)2

1600
1400
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B I |
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1000 - KSR l//’/ ’I// I
KIS /// /ll //l ///
(OPSESESES IS //’ /// /’ /l
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200 | "ﬂ%%%%%’”%
. ,
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Maksimum

Jezeli w punkcie, w ktérym Vf|XO = 0, hesjan jest ujemnie okreslony,
czyli wszystkie jego wartosci wtasne sg ujemne, mate odchylenie sie od
tego punktu w dowolnym kierunku powoduje, ze wartosci funkcji malejq:
funkcja ma zatem w tym punkcie maksimum.

W przypadku funkcji wielu zmiennych mozliwe sg sytuacje nie majgce swo-
ich odpowiednikéw dla funkcji jednej zmiennej.
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Punkt siodtowy

Jezeli hesjan ma zarowno dodatnie, jak i ujemne wartosci wtasne, o cha-
rakterze zmiennosci funkcji w otoczeniu punktu bedacego potencjalnym
ekstremum, decyduje wektor : w kierunkach odpowiadajgcych wektorom
wtasnym hesjanu do dodatnich wartosci wtasnych funkcja roénie, w kierun-
kach odpowiadajgcych wektorom wtasnym hesjanu do ujemnych wartosci
wiasnych funkcja maleje. Punkt taki nazywamy punktem siodtowym.
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Przykiad 16

f(z,y) =2y, Vf=ly,x] (55a)
Vf=0<%« (z,y) = (0,0). Hesjan ma postac
O 1
A = [ 1 0 ] (55b)

a jego wartosci wtasne wynoszg A1 > = £1. Punkt (0,0) jest punktem
siodtowym
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Mod zerowy

Jezli w jakim$ punkcie Vf|XO = 0, a przy tym hesjan ma zerowg war-
toS¢ wtasng, oznacza to, ze istnieje kierunek — odpowiadajacy kierunkowi
wektora wtasnego hesjanu do zerowej wartosci wtasnej — wzdtuz ktérego
funkcja nie zmienia swojej wartosci. W zargonie kierunek taki nazywa sie
“modem zerowym?”.

Copyright © 2021 P. F. Géra 28-56



Przykiad 17

Rozpatrzmy funkcje nazywang “potencjatem dna butelki”:
f(z,y) = a(z®+y° - 1)%, a>0 (56a)
Vf = l[4ax(z® +y° — 1), 4ay(a® + y° — 1)] (56b)

Gradient znika w punkcie (0, 0) oraz na okregu z2 4+ y2 = 1. Hesjan ma
postac

. 32 4 y2 -1 2xy
a jego wartosci wtasne wynosza
AN = 4da(z®+y%—1) (56d)
A2 = 4a(3(z° +y°) - 1) (56€)
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W punkcie (0, 0) obie wartosci wtasne A1 o = —4a < 0 i punkt ten odpo-
wiada maksimum. Natomiast w dowolnym punkcie okregu z2 + y2 =
A1 = 0, A\> = 8a. Gdyby funkcja (564a) byta potencjatem, czgstka w tym
potencjale mogtaby poruszaé sie po okregu z2 + y2 = 1 bez straty (i bez
zyskiwania) energii.
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Podsumowanie

funkcja jednej zmiennej funkcja wielu zmiennych
d
Ekstremum —f =0 Vi=0
dx
. d? f , : .
Minimum 3 > 0 hesjan dodatnio okreslony
Xr
, d? f : : : .
Maksimum T2 <0 hesjan ujemnie okreslony
XL
Punkt siodtowy — dodatnie i ujemne wartosci wtasne
Mod zerowy — zerowa warto$¢ wiasna
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Ekstrema wyzszych rzedow

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, moze sie zdarzy¢, ze
badanie macierzy drugich pochodnych czgstkowych nie rozstrzyga, czy
funkcja przybiera maksimum bgdz minimum. Jest to jednak przypadek
rzadki i, formalnie, dos¢ trudny do zapisania w sposob zwarty, dlatego nie
bedziemy o tym szczegbétowo mowic.

Przykiad 18

Funkcja
fz,y) = «* +¢* (57)

ma w punkcie (0, 0) minimum, o czym decyduje znak pochodnych 8% f /94,
0% f /0y*. Wszystkie pochodne czgstkowe nizszego rzedu oraz wszystkie
pochodne mieszane czwartego rzedu w tym punkcie znikaja.
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