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Catkowalnos¢ wielomianow

Rozpatrzmy przestrzen Lo([—1, 1], 1), czyli zbiér wszystkich funkciji o tej
wiasnosci, ze

1
[ 7@ dx < +oo (1
—1

1. Wielomian dowolnego stopnia nalezy do tej przestrzeni. Istotnie, wielo-
miany sg funkcjami ciggtymi, kwadraty ich modutéw sg funkcjami ciggtymi,
a wszystkie funkcje ciggte na przedziale domknietym sg na tym przedziale
catkowalne.

2. Wielomiany réznych stopni sg liniowo niezalezne. Istotnie,

~Ja,BeC,a#0VEE0 :ax"+ B2z =0dlan#=m (2)
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3. Wymiar przestrzeni liniowej to liczba niezaleznych liniowo wektorow,
jakie sie w niej znajduja.

Wyptywa stad wniosek, ze przestrzen Lo([—1,1],1) jest nieskonczenie
wymiarowa.

Poniewaz mozna tatwo pokazac, ze dla dowolnego wielomianu Q (x)

/ Q(x)]? e *dx < +o0 (3a)
0

[ 1Q@R e da (30)

powtarzajgc powyzsze rozumowanie udowadniamy, ze przestrzenie

2 . , . .
Lo ([O, 00), e—f”), Lo ((—oo, c0),e % ) sg nieskonczenie wymiarowe.
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Wielomiany Legendre’a

Skonstruujmy baze w przestrzeni L>([—1,1],1). Bazg z pewnoscig jest
baza jednomianéw {1,xz,z2,23,...,2™...}, gdyz kazda funkcje catko-
walng z kwadratem da sie rozwing¢ w szereg Taylora (co najwyzej poza
skonczong iloscig punktow). Baza jednomianow jest jednak niewygodna.
Skonstruujmy wielomiany ortogonalne.

Wielomianami Legendre’a nazywam wielomiany {Pn(x)}>2 5, gdzie P,
jest wielomianem stopnia n, spetniajgce

2 5
on4+1 "

1
(PalP) = [ Pu(@)Pn(a) do = )
1

Innymi stowy, wielomiany Legendre’a majg te wtasnosc, ze iloczyn ska-
larny wielomiandéw r6znego stopnia znika. W zwigzku z wiasnosciami
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iloczynu skalarnego, wielomiany takie nazywamy ortogonalnymi. Wspot-
czynnik po prawej dobrano w ten sposéb, aby inne wzory wygladaty “tad-

nie .

ldea konstrukcji wielomianow spetniajgcych (4) jest catkiem prosta: Przyj-
mijmy, ze P = 1. Wowczas z warunku ortogonalnosci P; = z; za-
uwazmy, ze [1;22dx = 2/3 =2/(2-1 4 1). P, musi byé ortogonalny
tak do Py = 1, jak ido Py = z, stad P, = 322 — . | tak dalej.
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Pierwsze szes¢ wielomiandw Legendre’a ma postac

Po(m) = 1 (53.)
Pi(x) = = (5b)
3 1
Py(z) = Exz 5 (5¢)
5 3
P3(x) = 53:3 — 5% (5d)
35 4, 30 5 3
P = 24 2247 5e
4(x) 3 AR (5e)
63 5 70 15
Ps(z) = —ab- 3422 51
5(0) = —a® - a4 e 1)
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Wiasnosci wielomianow Legendre’a

1. Wielomiany Legendre’a stopnia parzystego zawierajg wytacznie pa-
rzyste potegi x i sg funkcjami parzystymi: P, (—xz) = Py, (x). Wie-
lomiany Legendre’a stopnia nieparzystego zawierajg wytacznie niepa-
rzyste potegi x i sg funkcjami nieparzystymi: Py, 1(—x) = — P 41(x).

2. Wszystkie miejsca zerowe wielomiandw Legendre’a sg rzeczywiste,
jednokrotne i lezg w przedziale (—1,1).

3. Z ortogonalnosci wielomiandéw Legendre’a do wielomianu Py wynika,
ze

1
/Pn(:c)d:sz,n>l (6)
1
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Rozktad w bazie wielomianow Legendre’a

Z tego, co$my dotad powiedzieli, wynika, ze funkcje {1/2% L Py ()19,

czyli unormowane wielomiany Legendre’a, stanowig baze ortonormalng
w przestrzeni L>([—1,1],1). Oznacza to, ze kazdg funkcje nalezacg do
tej przestrzeni mozna przedstawic jako

ntln @ (7a)

flx)y= ) on
n=0

1
on = (Palf) = [ [T Paa) £ (o) da (7b)
1
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Niech {an, Bn} beda wspotczynnikami rozktadu funkcji, odpowiednio,
f(x), g(x). Obliczmy iloczyn skalarny

1
(flg) = / f*(2) g(w) de

. anﬁm\/z’”’“\/%“ / Po(2) Pr(2) da

n,m=0 2
i . \/2n—|—1\/2m—|—1 2
= oL, Dm nm
=1 2 2 2n+1
@)
— Z O‘;;Bn (8)
n=0

Jest to (nieskonczona) suma iloczynéw po wspoétrzednych ©
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Rozklad jednosci

> 21+1

2.

1=0
gdzie §(x — y) jest deltg Diraca, a =,y € [—1,1]. Jest to odpowied-
nik rozktadu jednosci znanego dla macierzy symetrycznych rzeczywistych
| hermitowskich w przestrzeniach skonczeniewymiarowych.

P(z)P(y) = é(z —y) (9)

Wzor rekurencyjny

Mozna udowodnic¢, zedlan > 1

(n+1)P41(z) = (2n 4+ 1)zPu(z) — nby_1(x) (10)
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Wielomiany Legendre’a mozna zdefiniowaé za pomocg nastepujgcej for-
muty Rodriguesa:

Po(z) = — & ((z* - 1)) (11a)
" 21l dan
Wielomiany Legendre’a mozna zdefiniowac takze poprzez funkcje two-

rzaca

1 =3 Pu(@) (", z € [~1,1] (11b)
J1-2zt+2  n=0

lub jako rozwigzania rownania Legendre’a nieosobliwe w zerze:

d > AP (x)
dx !(1 -7 dx

Rownowaznos¢ definicji (4), (11a), (11b) i (11c) dalece wykracza poza
ramy niniejszego wyktadu.

]—I—n(n—l—l)Pn(a:)zO,nEN (11¢)
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Znaczenie wielomianow Legendre’a

Poza swoim znaczeniem czysto formalnym, wielomiany Legendre’a po-
jawiajg sie wszedzie tam, gdzie bada sie obiekty o symetrii obrotowe.
W szczegblnosci pojawiajg sie one w funkcjach wtasnych kwantowego mo-
mentu pedu. Wielomiany te sg takze uzyteczne w innych zagadnieniach
nauki i techniki, na przyktad w optymalizacji pewnych sieci neuronowych.
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Wielomiany Czebyszewa

Zauwazmy ze

1 xr = COSt
/ dx _ | dz = —sintdt
L= =5
0 . -
— —/ sint dtz/dt
2 /1 - cos?t 5
= 1< 400 (12)
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Powyzsza catka istnieje i jest skonczona, mimo ze funkcja podcatkowa jest
rozbiezna na krancach przedziatu catkowania. Jednoczeénie (1 — z2)~1/2 > 0
dla wszystkich z € (—1,1). Moze to wiec by¢ funkcja wagowa. Rozwa-
zamy zatem przestrzen

1 2
Io([-1,1],(1—22) Y2y =!f:[-1,1] = C: f(@) dr < 400
’ 7 _/1 v/ 1 — 72

(13)
Mozna pokazaé, ze jest to nieskonczenie wymiarowa przestrzen liniowa.
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Wielomiany Tj,

Zdefiniujmy funkcje, ktére (nieco na wyrost) nazwiemy wielomianami Cze-
byszewa

T).(x) = cos(k-arccos(zx)), z€[-1,1], kEN (14)
Obliczmy
T ()T (2) 1T (cos )T (cost) .
/ dr = —/ sintdt
o1 =22 2 /1 - cos?t
T
= /cos(kt) cos(lt) dt = gékl (15)
0

(/21 (To(2))?(1 — 2?) 12 de = 7 )
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Jezeli w przestrzeni (13) wprowadzimy iloczyn skalarny

/ [ (=)g(z)

| 1—$

(16)

powyzszy wynik oznacza, ze funkcje {7} stanowig uktad ortogonalny
wzgledem tego iloczynu skalarnego, a po unormowaniu tworzg baze or-
tonormalng w przestrzeni (13).
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Najnizsze wielomiany Czebyszewa

To(x)
Ty (x)
To(x)

T3(x)

cos(0-arccos(x)) =cos0 =1 (17a)

= cos(arccos(z)) == (17b)

= cos(2arccos(z)) = 2 cos?(arccos(z)) — 1
= 222 -1 (17¢)

cos(3arccos(x)) = cos(2arccos(x) + arccos(x))
cos(2arccos(x)) cos(arccos(x))

sin(2arccos(x)) sin(arccos(x))

(2 cos?(arccos(z)) — 1) cos(arc cos(z))
2sin(arccos(x)) cos(arccos(x)) sin(arccos(x))

(222 — Dz — 2(1 — z°)z = 423 — 3z (17d)
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Wzor rekurencyjny

Wielomiany Czebyszewa spetniajg nastepujgca relacje rekurencyjng dla
k>1

Tpt1(x) = 22Ty () — Tp—1(x) (18)

Korzystajgc z tozsamosci trygonometrycznych, pokazemy, ze wzor (18
sam jest tozsamoscia.

Dowaod. Dla uproszczenia notacji, niech © = arc cos .
Wowczas cos(lu) = Tj(x).
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Mamy teraz

cos((k+ 1)u) = cos(ku + u)
cos(ku) cosu — sin(ku) sinu = xT,(x) — sin(ku) sinw

Ti41()

2T (x) — (sin(k — 1)ucosu + cos(k — 1)usinu) sinu
xTp(x) — xsin(k — 1)usinu — Ty,_1(x) sin? u

xTy(x) — x (cos(k — 1)ucosu — cos(ku))

— Tp—1(z)(1 — z°)

2Tg(z) — 2°Ty_1(x) + 2Tk(z) — Ty—1(x) + 2°Tj_1
2xT(z) — Tp_1(x) (19)

[]
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Wielomiany Czebyszewa sa wielomianami

Z (17) widzimy, ze najnizsze “wielomiany” Czebyszewa sg wielomianami.
Relacja rekurencyjna (18) pozwala konstruowac kolejne “wielomiany” Cze-
byszewa znajgc dwa poprzednie. Poniewaz relacja ta obejmuje wytgcznie
operacje algebraiczne — mnozenie przez zmienng, mnozenie przez statg
| dodawanie — kolejne konstruowane funkcje T3 (x) sg wielomianami. Wi-
dzimy zatem, ze “wielomiany” Czebyszewa faktycznie sg wielomianami,
a ponadto unormowane wielomiany Czebyszewa stanowig uktad wielomia-
now ortogonalnych, a zatem takze baze ortonormalng, w przestrzeni (13).

Uwaga: Definicja (14) obowigzuje tylko dla = € [—1, 1]. Poniewaz jednak
wielomiany Czebyszewa sg wielomianami, mozna je przedtuzy¢ na catg
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0$ rzeczywistg, R, a nawet na catg ptaszczyzne zespolong, C. Mozna
udowodnié, ze dla dowolnego = € R,

T (z) = <x - m)k: <x+ Lo wz)k

co z kolei tatwo jest uogdlni¢ na argumenty zespolone.

Copyright © 2021 P. F. Géra 27-22



Wiasnosci wielomianow Czebyszewa

1. Tp(—2) = (—1)" Tj,(2).

2. Miejsca zerowe wielomianow Czebyszewa sg jednokrotne, rzeczywi-
ste i lezg w przedziale (—1,1). Miejsca zerowe wielomianéw Cze-
byszewa wysokich rzedow zageszczajg sie w poblizu krancow prze-
dziatu.

3. Wielomiany Czebyszewa sg wielomianami o najmniejszym wahaniu:
wielomian ﬁTk(:ﬁ) ma wspdtczynnik wiodacy (wspétczynnik przy
najwyzszej potedze) rowny 1 oraz te wtasnosé, ze sposréd wszyst-
kich wielomianow stopnia £ o wspotczynniku wiodgcym réownym 1,
roznica pomiedzy najmniejszg a najwiekszg wartoscig wielomianu na
przedziale [—1, 1] jest najmnigejsza dla wielomianbéw Czebyszewa.

Wielomiany Cebyszewa majg olbrzymie znaczenie w analizie numerycznej
| w teorii aproksymacii.
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Wielomiany Laguerre’a

Wielomiany Laguerre’a sg wielomianami ortogonalnymi w przestrzeni

Lo([0,00),¢™) = 4 1 [0,00) = C: [ [f(@)Pe " dw < +ocy (21)

Jest to takze nieskonczeniewymiarowa przestrzen liniowa, w ktorej zada-
jemy iloczyn skalarny

(flg) = / f*(@)g(@) e " da (22)

Poniewaz wielomiany Laguerre’a sg wazne w jednostronnym przedziale
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niewtasciwym [0, oco), ich wtasnos$ci parzystosci sg nieistotne.

Wielomiany Laguerre’a mozna definiowa¢ albo poprzez formute Rodrigu-
esa

ex dn —XI 1T
lub jako regularne w zerze rozwigzania rownania rézniczkowego
d°L dL
X "4+ (1-—2)L+nLy(z)=0 (23b)
dx? dx

Wielomiany Laguerre’a spetniajg zaleznos¢ rekurencyjng (n > 1)
(n+1)Lpy1(z) =2n+1—-x)Lln(z) —nly-1(z)  (24)
Wielomiany Laguerre’a sg niezbedne w mechanice kwantowej jako czesci

radialne funkcji wtasnych kwantowego atomu wodoru.
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Wielomiany Hermite’a

Wielomiany Hermite’a sg wielomianami ortogonalnymi w przestrzeni

LQ((—oo,—I—oo),e_xQ) =<¢f:(—0c0,+0) = C: / |f(£l§‘)|2€_x2 dr < +oo

(25)
Jest to takze nieskonczeniewymiarowa przestrzen liniowa, w ktoérej zada-
jemy iloczyn skalarny

(flg) = / fr@)g(@) e da (26)

Wielomiany Hermite’a mozna definiowac poprzez formute Rodriguesa

Hn(r) = (-1 e (27a)
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lub jako regularne w zerze rozwigzania rownania roézniczkowego

d?Hy,
dz?
| spetniajg relacje rekurencyjng

+(2n+1—22)Hp(z) =0 (27b)

Hy41(x) = 2zHn(z) — Hy(z) . (28)
Ponadto H,,(—x) = (—=1)" Hyp(x).
Wielomiany Hermite’a okreélajg funkcje wtasne kwantowego oscylatora

harmonicznego, wobec czego sg absolutnie niezbedne w mechanice kwan-
towe.
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Uwaga: Wszystkie rozwazane w tym wyktadzie przestrzenie funkcyjne
Lo([-1,1],1), Lo([-1,1], (1 — 22)~1/2), Lo([0, 00), ™),
LQ((—oo,oo),e—fCQ) wraz z okreslonymi na nich iloczynami skalarnymi
| zadawanymi przez nie metryki, sg przestrzeniami Hilberta, to znaczy sg
zupetne: wszystkie ciggi Cauchy’ego elementow tych przestrzeni sg w tych
przestrzeniach zbiezne.
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