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lloczyn skalarny ©

Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem liczb zespolonych, C. llo-
czynem skalarnym nazywam odwzorowanie V x V — C spetniajgce
(x,y,z €V, a, 8 € C, (-)* oznacza sprzezenie zespolone):

xoy = (¥ ox)*
xo(ay+ 8z) =axoy+ fBxoz
(ax+ By)oz=a"xoz+ B yoz
xo0x>0;, xox=0&x=0

Ostatni warunek wymaga pewnego komentarza: W ogélnosci iloczyn ska-
larny dwodch wektorow zespolonych jest zespolony, ale kwadrat skalarny
jednego wektora jest rzeczywisty i nieujemny. Tylko kwadrat skalarny wek-
tora zerowego réwna sig zero.
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Przestrzen R"

Przestrzen R™ jest szczegblnym przypadkiem przestrzeni V, o jakiej mowa
byta na poprzednim slajdzie. Jest to przestrzen nad ciatem liczb rzeczywi-
stych, wiec wektory i skalary sg rzeczywiste, a sprzezenie zespolone jest
operacjg identycznosciowg. W tej przestrzeni iloczynem skalarnym jest

mn
xoy=x'y=Y zy (2)
i=1

Innym, ale rownie dobrze zdefiniowanym iloczynem skalarnym jest

xoy =x! Ay (3)

gdzie A jest macierzg symetryczng, rzeczywistg i dodatnio okreslong:
vx # 0 :x'Ax > 0.
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Przestrzen C"

Przestrzen C™ jest innym przyktadem przestrzeni V. W tej przestrzeni ilo-
czynem skalarnym jest

n
Xoy:XTyz Z:c;kyz (4)
i=1
Innym, ale réwniez dobrze zdefiniowanym iloczynem skalarnym jest
Xoy = XTAy (D)

gdzie A jest macierza hermitowska, AT = A, i dodatnio okreslona:
Vx # 0 : xAx > 0.

Poniewaz istnieje nieskonczenie wiele réznych macierzy hermitowskich
C"™*™ dodatnio okreslonych, w C"™ mozna, formalnie rzecz biorgc, zdefi-
niowac¢ nieskonczenie wiele iloczynéw skalarnych. Niektore z nich sg uzy-
teczne.
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Przestrzen unormowana

Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem liczb zespolonych, C. Normg
wektora nazywam odwzorowanie YV — R spetniajgce
Nieujemnos¢:

vxeV:|x||>0 (6a)
Norma wektoréw niezerowych jest dodatnia:
I =0« x=0 (6b)
Mnozenie przez skalar:
vxeV, acC:|a- x| =|af-|x] (6¢C)
Nierownosc¢ trojkata:
vx,y € Vi |x+yl < [x[| + [yl (6d)

Przestrzen liniowg (wektorowg), na ktérej okreslono norme, nazywam prze-
strzenig unormowanag.
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Norma zadana przez iloczyn skalarny

Twierdzenie: Jezeli x o y jest iloczynem skalarnym, wowczas

Ixll = vxox 7)

jest normg. Norme te nazywam normg zadang przez iloczyn skalarny.

Przykiad 1

W R™ norme zadaje iloczyn skalarny

X[l = | > «f (8)
1=1

Norme te nazywam normg euklidesowg. Jest to najczesciej uzywana norma,
wobec czego zapis ||-|| czesto oznacza wtasnie norme euklidesowg, choc
powinno sie pisac ||-||».

Copyright © 2021 P. F. Gora 26—6




Przykiad 2

Uogbinieniem normy euklidesowej na przestrzen C" jest

x|, = J 3 a2 (9)

1=1
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Przykiad 3

Istniejg normy niezadawane przez iloczyn skalarny. Na przyktad w C™
(i odpowiednio w R™ istniejg normy

Norma Manhattan albo takséwkowa:

n
Ixlly = > | (10a)
i=1
czy tez norma maksimum lub worst offender:
[x]loo = _max || (10b)
1=1,....n

W przypadku tych norm na ogot nie unika sie pisania znacznikow dolnych,

[RIERRIHIPSS
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Norma indukowana macierzy

Niech A € R™"*" lJub A € C™"*". Macierze takie tworzg przestrzen liniowg
nad R"™ lub, odpowiednio, C™ (macierze sg tam “wektorami niegeometrycz-
nymi”).

Niech ||-|| bedzie normg wektorow w R" lub, odpowiednio, C"* — najcze-
sciej, choC nie wylgcznie, mamy na mysli norme euklidesowg. Ponizej
bede pomijat zapis “lub C"”, gdyz uogolnienie na przypadek zespolony
jest oczywiste.
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Definicja: Normag macierzy indukowang przez norme wektorow nazywam
wielkosé

A
1A = max X — oy ax] (11)
x#0 x| [x[|l=1

Po prawej stronie (11) stojg normy wektordéw, a wiec wielkosci znane. Po-
niewazVx #0 Je:x = ||x||-e A |e|]| =1
[Ax]| _ [Ix]| - [|Ae]
IS %[ - lle]]

= ||Ael] (12)

i druga rownos¢ w (11)) staje sie oczywista.

Mozna pokazac, ze wyrazenie (11) jest normg w R"™"*™,

Mozna tez definiowa¢ inne normy w tej przestrzeni, nieindukowane przez
normy wektoréw, ale majg one mniejsze znaczenie.
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Przykiad 4

Niech A € R"*"™ bedzie macierzg symetryczng, rzeczywistg. Obliczmy jej
norme indukowang przez norme euklidesowg wektorow.

Niech {e; }'’_; bedg unormowanymi wektorami wkasnymi macierzy A, a {\;}
odpowiadajgcymi im wartosciami wiasnymi. Wiadomo, ze wektory {e;}
stanowig baze ortonormalng w R". Zatem Vx € R" istnieje rozktad

n
X = Z ;€ (133.)

_ (i aie;) ( 5 ajej)

Z o71e%; eze Z Qo 05 = Za (13b)

1,J=1 ,7=1
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Azatem x|, =1 [x|5=1< 5 a? = 1 gdzie o; sg wspdtczynni-
1=

kami rozktadu (13a).

Niech ||x||, = 1. Obliczam
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[Ax]| =

1=1 1=1 J= Ll
2 & 2
= ax A a | = max |A 13c
(y:l, ,T J ’L;. L =1, ,n‘ ]l ( )
\ =1
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A wiec

[All= max A (130)

Ten wynik mozna bardzo tatwo uogdlni¢ na przypadek macierzy hermitow-
skich.

Przykiad 5

Wartosciami wtasnymi macierzy
(4 1 1
1 4 1

11 4
sg liczby \1 = 6 i A» = 3 (podwdjnie zdegenerowana). Wobec tego
norma macierzy B indukowana przez norme euklidesowa w R3 wynosi
|B] = 6.
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Przestrzen metryczna

Przestrzenig metryczng nazywam zbiér V wraz z okreslong na nim me-
tryka, czyli funkcjg d : V x V — R, spetniajaca

d(A,A) =0 (15a)

A# B=d(A,B) >0 (15b)
d(A,B) = d(B,A) (15c)
d(A,B) <d(A,C) 4+ d(C, B) (15d)

Jezeli V jest przestrzenig liniowg z zadang normg, wowczas

d(x,y) = [|x -y (16)

jest metryka. O metryce takiej mowie, ze jest zadana przez norme.
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Przyktad 6

Norma euklidesowa w R" zadaje metryke euklidesowsg:

d(x,y) =[x —yll> = J > (i —wi)? (17)
i=1

Przykiad 7

Norma Manhattan zadaje metryke Manhattan, norma maksimum zadaje
metryke maksimum (zwang niekiedy w tym kontekscie metrykg Czeby-
szewa).
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Istniejg metryki, ktdre nie sg zadawane przez norme, na przyktad metryka
dyskretna:

O A=2B

d(A,B)={1 A+ B (18)
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Kula otwarta

Niech V bedzie przestrzenig metryczng z metryka d. Kulg otwartg o srodku
w punkcie P i promieniu r nazywam zbior punktow

(X eV:d(P,X) <) (19)

Przykiad 8

W przestrzeni R? kulg otwarta o $rodku w punkcie P(zq, yg) i promieniu r
jest wnetrze okregu

(x—20)°+ (y—yo)°=r (20)

W tej samej przestrzeni z metrykg Manhattan kulg otwartg sg punkty spet-
niajgce

|z —zol + |y —yol <r (21)
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Przestrzen L

Rozwazmy pewien przedziat D C R — domkniety lub niewtasciwy. Intere-
sowac bedg nas trzy przypadki:

([—1,1] lub
D = { [0, +00) lub (22)
\(—OO, _I_OO)

Zauwazmy, ze za pomocag liniowej zmiany zmiennych kazdy przedziat dom-
kniety mozna przeprowadzi¢ w przedziat [—1, 1], a kazdy przedziat jedno-
stronnie nieskonczony w przedziat [0, +o0).

Niech bedzie okreslona funkcja w(x) o tej wtasnosci, ze Vo € D : w(x) >
0. Rozwazmy teraz zbior funkcji f : D — C (funkcje zespolone argumentu

Copyright © 2021 P. F. Géra 26—19



rzeczywistego). Dodatkowo utozsammy ze sobg wszystkie funkcje réz-
nigce sie pomiedzy sobg co najwyzej dla przeliczalnej liczby argumentow.
Definiuje

LQ(D,w)z{f:D—)(C:/w(az)f(a:)zdas<—|—oo} (23)

D

Jest to zbiér funkcji catkowalnych z kwadratem z waga w(x) na prze-
dziale D.
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Twierdzenie: Przestrzen L>(D, w) jest przestrzenig liniowa.

Jedynym nietrywialnym punktem jest stwierdzenie, ze kombinacja liniowa
funkcji catkowalnych z kwadratem jest catkowalna z kwadratem. Istotnie,

[w@laf@ + 9@ de < [w(@) (laf @) + |8g(2)|?) da
D D
= o2 [ w(@)|f (@) da
D

+ 182 [w(@)lg(@) P de < +oo (24
D
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lloczyn skalarny w 1.5

Niech f,g € L>(D,w). Wowczas operacja

(flg) = [ w(@)f*@)g(z) de (25)
D
jest iloczynem skalarnym.

lloczyn skalarny (25) generuje norme i metryke w Lo>(D, w).

17l = UIH = | [ w@lf@)Pda (26)
\p

A1) = IIf — gl = /7~ ol o) J [w@)If@) — o) d

(27)
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Przykiad 9

Wielomiany sg catkowalne z kwadratem na przedziale [—1, 1] z waga 1.
Zatem, dla przyktadu,

d(x?, az3) = sz — ax?’H = /(:13 —ax3)?dr = \/— + — (28)

W

Jest to, zdefiniowana w przestrzeni L>([—1, 1], 1), odlegto$¢ pomiedzy

funkcjami =2, ax3.
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Zupetnosé

Posiadajgc pojecie metryki, mozemy zdefiniowaé granice ciggéw elemen-
tow Lo (D, w) (ciggéw funkcji catkowalnych z kwadratem), zastepujgc w de-
finicjach wartosci bezwzgledne przez odlegtos¢ d(f,g) = ||f — ¢g||. Mo-
zemy takze zdefiniowa¢ ciagi Cauchy’ego: Niech {f, € Lo(D,w)} 4
bedzie pewnym ciggiem funkcyjnym. Mowimy, ze jest to cigg Cauchy’ego,
jezeli

Ve >03dngVn,m>ng:d(fn— fm) <e (29)
Twierdzenie: W przestrzeni L>(D, w) wszystkie ciggi Cauchy’ego sg zbiez-

ne, to znaczy wszystkie ciggi Cauchy’ego posiadajg granice, ktore same
nalezg do Lo (D, w).
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Przestrzen o tej wkasnosci nazywam przestrzenig zupetng. (Np zbidr liczb
wymiernych nie jest zupetny, bo ciggi wymierne mogg by¢ zbiezne do liczb
niewymiernych.)

Zupetng przestrzen liniowg z zadanym iloczynem skalarnym nazywam prze-
strzenig Hilberta.
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