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Sumy Riemanna

Niech bedzie dana pewna funkcja f(x) i pewien przedziat [a, b]. Tworzymy
Cga=xg<x1 <x2< -+ <xp_1 <2 =0b. WKkazdym przedziale
[z;_1,2;],7=1,2,...,n, wybieramy pewien punkt & € [z;_1, z;], a na-
stepnie tworzymy sume

sn= > [f(&) (z; —zi_1) (1)
i=1

Sume (1) nazywam sumg Riemanna. Kazdy element sumy Riemanna jest
rowny polu prostokata o podstawie x; — x;_1 i wysokosci f(&;).
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W sumie Riemanna poszczegdlne przedziaty nie muszg by¢ rowne, a punkty
podrednie &; nie sg wybierane w jaki$ szczegdblny sposéb. Czerwona linia
jest wykresem funkcji f(x).

Copyright © 2021 P. F. Géra 25-3



18

14 | il

1| 7

10 | 74

Zageszczamy podziat. Liczba przedziatdw rosnie, a ich Srednia dtugos¢
sie zmniejsza.

Copyright © 2021 P. F. Gora 254



18

6l P -
14

7l
12 b A

10 |- A

Jeszcze bardzie] zageszczamy podziat.
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Catka Riemanna

Jezeli dla kazdego podziatu o tej wkasnosci, ze dtugos¢ najdtuzszego pod-
przedziatu dgzy do zera

lim_max lx; —x;_1| =0 (2)

granica ciggu sum Riemanna (1)) istnieje i nie zalezy od sposobu wyboru
punktdw &;, granice te nazywam catkg oznaczong funkcji f(x) na prze-
dziale [a, b] i 0znaczam

/b f(zx) dx (3)

Symbol catki [ nazwigzuje do wydtuzonego symbolu sumowania i ma od-
dawac intuicje, ze catka oznaczona to suma nieskonczenie wielu nieskon-
czenie matych przyczynkéow ©.
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Jezeli catka (3) istnieje, cigg sum Riemanna jest zbiezny do pola pod wy-
kresem funkcji w granicach catkowania. Jest to geometryczna interpretacja
catki oznaczonej.
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Ujemne pole

Jezeli funkcja moze przybiera¢ wartosci ujemne, pole lezgce nad wykre-
sem funkciji, ale ponizej osi z, jest traktowane jako ujemne: W obszarze,
gdzie wartosci funkcji sg ujemne, prostokaty wchodzgce w sktad sumy Rie-
manna majg ujemne wysokosci.
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Catkowalnos¢

Jezeli catka oznaczona

b
| 1(@)da
a
istnieje, moéwimy, ze funkcja f(x) jest catkowalna na przedziale [a, b].

Mozna udowodni¢, ze kazda funkcja ciggta na przedziale domknietym [a, b]
(tacznie z krancami przedziatu) jest na tym przedziale catkowalna.

Niecatkowalne moga by¢ funkcje nieciggte wewnatrz lub na krancach prze-
dziatu. Funkcje catkowalne na przedziatach skonczonych moga by¢ nie-
catkowalne na przedziatach nieskonczonych — patrz nizej. Catkowalnosc¢
jest warunkiem stabszym, niz ciggtos¢: niektére funkcje nieciggte sg cat-
kowalne.
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“Nie zalezy od sposobu wyboru punktéw posrednich”

Rozpatrzmy funkcje Dirichleta

1 x jestliczbg wymierng
O x jest liczbg niewymierng

fp(z) = { (4)
Mozna tatwo udowodni¢, ze funkcja ta nie jest ciggta w zadnym punkcie.
Sprobujmy obliczy¢ catke oznaczong z tej funkgji

1
/ fp(zx)dx (5)
0]

Poniewaz w definicji catki Riemanna mowa jest o kazdym mozliwym po-
dziale przedziatu catkowania, podzielmy odcinek [0, 1] na podprzedziaty
od dtugoséci 279 kazdy: dwa podprzedziaty o diugosci 1/2, cztery podprze-
dziaty o dtugosci 1/4, ..., 1024 podprzedziaty o dtugosci 1/1024 itd. Gra-
nice tych podprzedziatdw sg liczbami wymiernymi. Jesli wiec wezmiemy
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jako punkty posrednie lewe krance kazdego podprzedziatu, & = xz;_1,
fp(&;) = 1icigg sum Riemanna jest ciggiem statym o wartosci s,, = 1.

Z drugiej strony, jesli przy takich samych podprzedziatach kazdy z nich po-
dzielimy w “ztotej proporcji”, & = x;—1 + %(\@ — 1)(z; — ¢;—1), punkty
posrednie bedg niewymierne, fp(&;) = 0O i cigg sum Riemanna jest cig-
giem statym o wartosci s, = 0.

Jak widzimy, cigg sum Riemanna nie dazy do okre$lonej granicy nieza-
leznie od sposobu wyboru punktow posrednich, a zatem catka Riemanna
z funkcji Dirichleta (4) nie istnieje.
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Catka Lebesgue’a

Zdefiniowana powyzej catka Riemanna jest dosS¢ prosta i nie obejmuje
wielu interesujgcych z matematycznego punkiu widzenia przypadkow. Ist-
nieje znacznie bardziej ogdélna — i trudniejsza — definicja catki oznaczo-
nej, zwana catkg Lebesgue’a.

Z drugiej strony catka Riemanna w zupetnosci wystarcza do bardzo wielu
zastosowan “praktycznych”, w fizyce stosowaneji w innych naukach, w tym
w naukach inzynierskich.

Mozna udowodnic, ze jesli istnieje catka Riemanna, to istnieje takze catka
Lebesgue’a i ich wartoéci sg réwne. W drugg strone to twierdzenie nie
zachodzi. Catka w sensie Lebesgue’a z funkciji Dirichleta (4)) istnieje i jest

rowna 0.
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Wiasnosci catki oznaczonej

Catka jest operacja liniowa:
b b b
[ r@+8-9@)do=a [ @) de+8 [g@)dz  (©)
dla dowolnych o, 8 € R, jezeli tylko catki [° f(z) dz, [? g(z) dx istnieja.

Catka jest addytywna:
Jezeli catka [ f(x) dx istnieje, to

/b f(@) de = / f(@) do + /b f(2) da (7)

dla dowolnego a < ¢ < b.
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Odwrdcenie granic catkowania:

if(x)d$=—if($)dx (8)
a b

Odwrécenie granic catkowania sprawia, ze “szerokosci” prostokgtow w su-
mie Riemanna (1) stajg sie ujemne.

Catka z funkcji ograniczonej:
Jezeli f(x) jest catkowalna na [a, b] oraz Vz € [a,b] : |f(z)| < M, to

b
[ @) da| < Mb—a )
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Catkowe twierdzenie o wartosci Sredniej

Twierdzenie: Jezeli w przedziale [a, b] funkcja f(x) jest ciagta, a funkcja
g(x) jest catkowalna i stale nieujemna lub stale niedodatnia, to istnieje
punkt £ € (a,bd) taki, ze

b b
[ 1@g(@) do = 1(&) [ 9(2) da (10)

Obserwacja: Powyzsze twierdzenie odnosi sie takze do przypadku g(z) =
1. Wowczas jezeli f(x) jest ciggta na [a, b], to istnieje £ € (a, b) taki, ze

b b
[1@dr=f©) - 0G-a) = f©O=" [f@d (1
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Catka jako funkcja gornej granicy catkowania

Niech funkcja f(t) bedzie catkowalna na przedziale [a, b]. Wéwczas Vz €
[a, b] catka

F(z) = /f(t) dt (12)

Istnieje. F'(x) jest funkcjg gornej granicy catkowania w (12). Mozna poka-
zac, ze
e funkcja F'(x) jest ciggta w przedziale [a, b],
e w kazdym punkcie, w ktorym f(x) jest ciggta
dF

%zf(x) (13)

Whniosek: Kazda funkcja ciggta na przedziale [a, b] ma w tym przedziale
funkcje pierwotng, dang wzorem (12).
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Przykiad 1

Rozpatrzmy funkcje

T r <1
f(x)_{a:—l—l x> 1 (4

Niech x € [0,2]. W tym przedziale funkcja pierwotna funkcji (14) ma
postac

" 1.2 r <1
Fa) = [ f(ydt = {2 (15)
0

%wz—l—x—l rx>1

(ostatnig rownos¢ uzasadnimy za chwile).
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W punkcie skoku catka jako funkcja gornej granicy catkowania jest ciggta,
ale nie jest rozniczkowalna.
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Zwiazek pomiedzy catka oznaczong a nieoznaczona

Niech f(x) bedzie catkowalna na przedziale [a, b] i niech F'(x) bedzie jej
funkcja pierwotng:

/f(a:) dz = F(z) + C (16a)
Wobwczas
b
[ f(z)dz = F(b) — F(a) (16b)
CO czesto zapisujemy
b
[ 1@y de = F(@); (16c)
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Przykiad 2

(17a)

w/2
/ sinz dz = (—COSx)|g/2 = —cosg— (—cos0)=0—-(-1)=1

0
(17b)

2

d 112 1 1 1
[G=-f=3-(D=3 o
/ 72 zl1 2 1 2
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Przykiad 3

Wzoru (16b) nie wolno uzywac bezmysinie! Stosuje sie on tylko do funkgiji
catkowalnych! Rozpatrzmy catke

2

dx 1] 2 1 1 1 1

- -~ _ = 18a
2 m'—Q 2 ( ) ( )

Otrzymalismy absurdalny wynik: catka z funkcji stale nieujemnej jest ujemna?!
Rzecz w tym, ze wzoru (16b) nie mozna w tym wypadku stosowac, gdyz
catka (18a) nie istnieje.
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Aby sie o tym przekonac, napiszmy

2 —€ 2
(= m | [t
— i (=24 (-21)
- (- () ()
= lim, @_1)=+OO (18b)

Catka (184a)) jest rozbiezna. Wzoru (16b) nie mozna wobec tego stosowac.
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Zmiana zmiennych w catce oznaczonej

Znang technikg obliczania catek nieoznaczonych jest zmiana zmiennych
(podstawienie). Podobnie postepujemy w przypadku catek oznaczonych,
z tym, ze nalezy takze pamigta¢ o przeksztatceniu granic catkowania.

Twierdzenie: Jezeli funkcja f(x) jest ciggta w zbiorze wartosci funkgji

x = (t), ciggtej i majagcej ciggta pochodng w przedziale [«a, 3], i jezeli
a = p(a)orazb = p(B), to

b g
[ 1@z = [ (o) ¢/ ()t (19)
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Przykiad 4

1 — 22 =u
—2xdx = du

1 0

d
/x\/l—xQd:c = xdgg:—%“ =/\/ﬂ<—?u)
0 1

r=0—ou=1
a:'—l—>u—0

—/f( 2)= /fdu

3/2

u

1
2

NIW
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Catkowanie po przedziatach symetrycznych

Jesli funkcja jest parzysta

A A
[y =1@) = [ f@de=2[[@de  (21a)
—A 0

Jesli funkcja jest nieparzysta

A
f-2)=—f@) = [ [f@dw=0 (21b)
—A

Dla funkciji, ktére nie sg ani parzyste, ani nieparzyste, zadne relacje tego
typu w ogéblnosci nie zachodza.
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Przykiad 5

Obliczmy pole okregu o promieniu . Okrgg opisany jest rownaniem

2 + y2 = 72 (22a)

Z symetrii widac, ze pole czesci okregu lezgcej nad osig OX jest rowne
polu czesci okregu lezgcej pod osig OX. Zajmijmy sie gbérng potdwka,
y > 0, —r < z < r. Pole gornej potowki jest polem pod wykresem funkgji
opisujgcej gorng potdwke okregu, czyli catkg z tej funkcji. Dla catego pola
mamy
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y = \Jr2— 22

—x
T T

S = 2/\/r2—x2d:13=4/\/7“2—:c2d:r;
—r O

r =rSsSint

dr = r costdt

r=0—t=0

r=r—>t=mx/2
/2

(22b)

w/2
=4 / Vr2 —r2sin?trcost dt
0

2
= 472 / cosztalt:4-%(t—l—sintcost)|7(§/2
0
= 2p? (g—l—singcosg—O—sinOcosO)=7rr2 (22¢)
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Catkowanie po przedziale nieskonczonym

o0 B
[ 1@ydz = lim [ f(2)da (23)
A A

gdzie A jest jakgs skonczong liczba.

Aby catka

23

istniata, muszg by¢ spetnione dwa warunki:

e catki po przedziatach skonczonych [ f f(x) dxr muszg istnieé,

e musi istnie¢ granica B — oc.

CatkowalnosS¢ na przedziatach [A, B] jest “zwyktym” problemem. Nowe
zagadnienia mogg pojawi¢ sie w zwigzku z przejSciem granicznym.
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Przykiad 6

oo
1\ P 1
/d—ﬁ = lim /— lim (——)‘ = |lim (1——) = 1 (24)
] x B—o00 B—00 x/ 11 B—00 B
Przykiad 7
Catka
©.@)
/COS:I:d:E (25)
0
nie istnieje, gdyz granica lim sin B nie istnieje.
B—oo
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Przykiad 8

Rozpatrzmy catke

o0
X €T
/ dr = lim d
/ 14+ 22 B—>ooO 14+ 22
1—|—ac2=u 1—|—B2
2x dx = du 1 / du
— = — |im —
r=0—u=1 2 B—oo U
r=B—>u=1-4+ B2 1
1 1+B% 1
= = |im Inu == lim In(1 4+ B?)
2 B—oo 1 2 B—oo
~ lim InB =40 (26)

B—o0

Catka (26) nie istnieje. Aby catka po przedziale nieskonczonym mogta
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istnie¢, ogon funkcji podcatkowej musi dostatecznie szybko znika¢ w nie-
skonczonosci, co najmniej jak 1/|z|1 1%, a > 0.

Podobnie definiuje sie catke po przedziale f?oo. Zagadnienia zwigzane
z tg catkg sg bardzo podobne.
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Przykiad 9

©.@)
—x o o—n\B_ [ -B\ _ (__0y —
O/e da:—Blinoo< e )‘O_ (Bllnooe ) (—e”) =1 (27)
Przykiad 10
©.@) 1 00
/e_“”sinxd:p = —Ee_x(Sinaj—FCOS:E)'
0
0

0 — (—%e_o(sin O + cos O)) = % (28)
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Catki /22

o0 B
_ZO f(2)de = Jim é@m_é f(z) dz (29)

Aby catka (29) istniata, muszg by¢ spetnione trzy warunki:
e catki po przedziatach skonczonych muszg istniec,

e funkcja podcatkowa w obu niskonczonosciach musi znika¢ dostatecz-
nie szybko,

e podwdjna granica musi istnie€ niezaleznie od tego, w jaki sposdb A, B
zmierzajg do nieskonczonosci.
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Przyktad 11

Rozpatrzmy catke podobng do (26

dx (30a)

Y e = Iim/ —0 (30b)
A

gdyz funkcja podcatkowa jest nieparzysta, a przedziat catkowania jest sy-
metryczny wzgledem = = 0. Taka interpretacje catki [°2_ — catkowanie
po przedziatach symetrycznych wzgledem x = 0 (lub wzgledem innego
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wybranego punktu) — nazywa sie wartoscig gtowng catki. Zapisujemy
(P jak principal value)

O

X

P/ T ade=0 (30c)
— OO

Nie jest to jednak jedyny mozliwy wybor granic catkowania, ktére w granicy
odtwarzajg catg oS rzeczywistg. Wezmy na przykiad
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X .
de = |im
14+ 22 A—o00 1+ 22
_w —_—
0 2A
Xr xXr
= |im d d
A—00 14 22 z ¥ 1+ 22 B
—A 0
2A . 1 144 A2
= Iim dr = — |im Inu‘
A—o00 x2 2 A—oo 1+ A2
1 1+442 1
= — |lim In T = —ln4=1n2 (30d)
—00 1+ A2 2
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Z drugiej strony gdybysmy wzieli

o0 A

/ Y g = lim / Y de=_In2 (30e)
14+ 2 A—00 14+ 22

— 00 —2A

Biorgc inne zaleznoSci pomiedzy A, B, moglibySmy dostaé jeszcze inne
wyniki. Wobec tego catka (30a) nie istnieje.
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