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Proste catki z funkcji trygonometrycznych

“Proste” catki funkcji trygonometrycznych to takie, w ktorych tatwo zasto-
sowaé mozna podstawienie sinx = ¢ lub cosxz = ¢.

Przykiad 1

/Sin7:13d:1: /(Sin6:13) Sina:d:n=/<1—COSQ:c)3Sin:cda:

[cos:pzt ]:_/(1—t2)3dt

Sinxdx = —dt

3¢ 1
— _/(1—3t2+3t4—t6)dt=—t+t3—gt5+;t7

33 1 o7

— — cosx + cos a;'—gCOSSQT—F;COS x (1)

Podobnie obliczamy catki [ cos2™ 1 ¢ dx, [sin?™ 2 cos x dz, [ cos2™sin x d.
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Podstawienie “uniwersalne”

Zauwazmy, ze
Sinx = sin <2§) :25in£cosg
2 2 2
sin £
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T 2 x o 2x 2z
COS< = 4 sin“© = sin<
2 2 1+c052%
X
_ 2tg§ (2a)
1+ tg2Z
2
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W ten sposob wyrazilismy funkcje sinus, kosinus, tanges poprzez wymierne
funkcje tangensa argumentu potowkowego.
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Jesli zatem mamy do obliczenia catke z dowolnej wymiernej funkcji si-
nusa, kosinusa, tangensa, mozemy jg obliczy¢ poprzez “podstawienie uni-
wersalne”:

_tggzu
/R(Sinx,COSm,tgm)dxz r = 2arctgu =/7€(u)du (3)

da:=122du

_ FuZ M

gdzie R jest wymierna funkcja swojego argumentu.
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Przykiad 2

/ dx _/ 1 2du / du
24+ cosx 2_|_%_T_’U§ 14+ u2 u?2 4+ 3
TR
3 u du = /3 dt
(5) +1
2 1 T
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Przyktad 3

/ dx (5a)

sin? z + cos? x

Ten przyktad ma pokazac, ze do problemu obliczania catek z funkcji try-
gonometrycznych nie nalezy podchodzi¢ mechanicznie. Do catki (5a) mo-
glibysmy zastosowac “podstawienie uniwersalne” i owszem, dostalibysmy
funkcje wymierng, ale jej mianownik bytby wielomianem stopnia 6smego.
Zamiast tego najpierw korzystamy z tozsamosci trygonometrycznych.
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dx

/ dx .
L 4 4., . 2 :
sin™ x 4 Cos™ x (S|n2:1:—|—C05233> — 2sin?zcos2x

2

/
dx dx
- / 1—L(2sinzcosz)? / 1 — 3sin?(2z)

y
= — = ... (5bb
%dy] 2J 1 - 1sin? (50)

Dopiero teraz korzystamy z podstawienia tg % = u:

. / . 2 du _/ 1—|—u s
2 1__ 2u )2 1+ u? (1 4+ u?)2 —
1—|—u
1—|—u 1—|—u2
= du =
1+ u? “ /(u —\/§u—|—1)(u2—\/§u—|—l)du(5c)
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Dokonujemy rozktadu na utamki proste:

1 4+ u2 Au+ B Cu—+ D

(u?2 —V2u+1)(u?2 —V2u+1) Euz—\@u—l—l—l_uQ—I—\/iu—IZE)é)

A=C=0,B=D=3.
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2/ \Fu—|-1 2/ 2+\5_|_1

2/ fu—1)2+1 2/ fu+1)2+1}
= iarctg(\fu—1)—|——arctg(\fu—|—1)

V2 V2
_ L Y _ R Y
— \ﬁarctg (\thg > 1) + ﬁarctg (\thg . + 1)
1 1
= ﬁarc tg(vV2tgz — 1) + \ﬁarc tg(vV2tgxz +1)  (5e)
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Catki funkcji cyklometrycznych

Catkujemy przez czesci:

/arc Sinx dx

/(az)’ arcsin z dx

T arcsinx — /:z: (arcsinz)’ dx

€T
S

:z;arcsin:c—/

1 — 22 =¢2
rdr = —tdt

rarcsinxz +t = xarcsinx +

] —xarcsmaz-l—/—dt

1 — g2

(6)
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Przykiad 4

5 [ arcsinz =t |
X : dx :
/Parcsm:pdx @ /t Sin“tdt (7a)
. |z =sint |
/t sintdt = /t sint (—cost)’ dt
= —tsintcost—l—/(tsint)’costdt
= —tsintcost—l—/sintcostdt—|—/t cos? t dt
1 1
= —tsintcost+§sin2t+§t2—/t sin? ¢t dt
(7b)
/ arcsin:cda: = l(arCSina:)2—|—1:r;2—lm\/1—:L'QaI’CSinac
/4 4 4 2
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Calki z funkcji niewymiernych

Calki z funkcji niewymiernych czesto nie dajg sie wyrazic¢ przez skonczong
kombinacje funkcji elementarnych — zwilaszcza jesli wyktadniki sg niewy-
mierne. Istnieje bardzo duzo szczego6towych przypadkdéw, wobec czego
omowimy tylko przypadek pierwiastow z trojmianu kwadratowego.

Jesli wyrdznik tréjmianu jest ujemny, sprowadzamy wyrazenie do postaci
v/ 1 — 22, jesli natomiast wyrdznik tréjmianu jest dodatni, sprowadzamy
do postaci \/z2 + k, k > 0. Woéwczas stosujemy podstawienie Eulera

x4+ \/z2 4+ k = t i probujemy doprowadzi¢ wyrazenie podcatkowe do
postaci funkcji wymierne,;.
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Przykiad 5

Niech k£ > O.

a2 k=t

[l v=5(t—7)

w2+ k - dmzté;zkdt
_\/xQ—I—k:t—x:tQQ#_

24k
_ 2t2 _ @_
= /t2+kdt_/t =In|t

2t
= In'a:—l—\/m2+k| = arcosh z|,_1 (8)

Copyright © 2021 P. F. Géra 24—14



Uwaga: Jezeli catke da sie obliczy¢ za pomocg “prostego” podstawienia

24k = t, nalezy tak zrobi¢, jak w catkach [ z\/z? + kdx, [z dx/\/x% + k.

Przykiad 6

/x?’\/:cz + kdx

I
8 8 8
I\)Q‘ N
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