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Catkowanie funkcji wymiernych

Funkcje wymierne sg ilorazami wielomianéw, f(x) = P(z)/Q(x), gdzie
P, Q sa wielomianami. W celu obliczenia catki nieoznaczonej z funkcji
wymierne;

P(x)

Q(z)
nalezy funkcje podcatkowg maksymalnie uprosci¢, a nastepnie przeksztat-
ci¢ do postaci pozwalajgcej na zastosowanie wzordw na catki funkcji ele-
mentarnych.

dx (1)

1. Jezeli stopien licznika jest wiekszy lub réwny stopniowi mianownika,
deg P(x) > deg Q(x), dzielimy licznik przez mianownik z resztg (!):
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P(x) : Q(x) = W(x) r. R(x), gdzie W, R sg wielomianami, przy czym
deg R(x) < deg Q(x). Otrzymujemy

P(x) , N R(x) o N R(:c)
Q(@d""’—/(W(”Q(m))d [ w@d +/ z (2)

Catke z wielomianu [ W (x) dx umiemy tatwo policzy¢, wiec tym cz’fonem

nie bedziemy sie juz zajmowac. Pozostaje catka z funkcji wymiernej, w kto-
rej stopien licznika jest mniejszy od stopnia mianownika.
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2. Jezeli R(x) jest proporcjonalne do pochodnej Q(x), mozemy zastoso-
wac wzor na pochodng logarytmiczna:

R(z) k-Q' (a:)
dx =kl 3
gdzie k = const.
Przykiad 1
325-5 (a? —e+8) 1 g
/ o d:l:—z 6 _ 218 —§|n|$ -+ 38| (4)

Jezeli ten przypadek nie zachodzi, nalezy przeprowadzic. . .
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3. Rozkiad na utamki proste

Rozpatrujemy funkcje wymierng R(x)/Q(x), gdzie stopien licznika jest
mniejszy od stopnia mianownika.

Dokonujemy faktoryzacji Q(x) na iloczyn czynnikéw liniowych, czynnikdéw
liniowych w pewnych potegach (odpowiada to wielokrotnym miejscom ze-
rowym) i nierozktadalnych tréjmianéw kwadratowych; te ostatnie odpowia-
dajg zespolonym miejscom zerowym, ale przy catkowaniu funkcji rzeczy-
wistych zespolone miejsca zerowe wielomiandw nas nie interesujg. Na-
stepnie przedstawiamy funkcje podcatkowg jako sume utamkow, ktérych
mianownikami sg kolejne nietrywialne czynniki rozktadu Q(x).

Widag, ze jezeli deg Q(x) > 5, programu tego, poza przypadkami szcze-
go6lnymi, nie daje sie przeprowadzic, jako ze nie istniejg ogblne algebra-
iczne wzory na pierwiastki wielomianow stopnia pigtego i wyzszych.
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Przykiad 2

Obliczmy catke

/ dx (5a)

r2 —1
1 1 A B
2—-1 (z—1)(z+1) a:—l—l_:c—l—l (5D)
Znak = oznacza, ze réwnos¢ ma zachodzi¢ tozsamosciowo: zgadzac sie
muszg wszystkie wspotczynniki przy odpowiednich potegach.

1 A B (A+B)z+ (A- B)
- Da+tD) 2-1 o1 22 1 (5¢)
Zatem
A+ B =
{A—B—l (59)
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awigc A= 3, B=-3.

1 dx
/ dx
2 — 1 2 r—1 x—1
1

1
= —Ina;'—l——lna;' 1| = —1In
2 | | 2 =+ 1] 2 ‘

r—1
r+1

- (5e)
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Przykiad 3

3 _
/ T 5d:13 —/ 2 dac—
2 —1 2

5
= —In|ac —1|——In‘
2 2

a:—l'
+1
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Przyktad 4

x 1 dx
/2952+33—1:§/(x—|—1)(x_%> (7a)

1 A B
7b
(:c—l—l)(a:—%) Zlf—l—l_l_x_% (70)

dx 1 .
/ — 73 / =—In
202+ — 1 3 :13——
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Przykiad 5

Oblicz catke

r+1
d 8a
/$3—6x2+11a§—6 v (8a)

Wielomian w mianowniku ma wspétczynniki catkowite, mozna wiec poszu-
kac jego pierwiastka wsrdd dzielnikdw wyrazu wolnego. Liczba 1 jest pier-
wiastkiem, zatem

13— 622+ 11z — 6 = (z — 1) (box? + bix + bp) (8b)

Wymnazajgc nawiasy po prawej stronie i uzgadniajgc wspotczynniki, do-
stajemy b, = 1, by = —5, bg = 6. Pierwiastki tréjmianu kwadratowego
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znajdujemy standardowg metoda.

23— 622+ 11z —6=(z— 1)(z — 2)(z — 3) (8c)
r+ 1 A B C

:1:3—6332+11:1:—6::1:—1+:1:—2+a:—3

_ (A+B4+0C)x?+ (-5A—4B - 3C)xz + (6A+ 3B + 20)
o (z—1)(xz—2)(x—3)
{ A+B+C=0

(8d)

—5A—-4B-3C =1 (8e)
6A+3B+2C=1

A=1,B=-3,C0=2
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1 d d d
/ T -+ qr — / T _3/ T +2/ T
3 —6x2+11x — 6 rx—1 r — 2 r— 3

= Injlz—1|—-3In|z—2|4+2In|z — 3]

(x —1)(x — 3)2
(x —2)3

= In (8f)
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Przykiad 6

Oblicz catke

dx
/:133—|—3:E2—|—4:1:—|—2 (92)

Wielomian w mianowniku ma wspotczynniki catkowite. Szukamy pierwiastka
posréd dzielnikow wyrazu wolnego. Liczba —1 jest pierwiastkiem.

w3+ 32°+ 42+ 2= (24 1)(boz”® + byz + bg) (9b)

Wymnazajgc nawiasy i uzgadniajgc wspotczynniki dostajemy b, = 1,51 =
2, by = 2. Tréjmian z2 4+ 2z 4+ 2 nie ma pierwiastkow rzeczywistych.
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1 A n Bx + C
(z + 1) (22 + 2z + 2) r+1 z242x4+2

A(z? + 2z +2) + (Bx + C)(x + 1)
(z 4+ 1)(2? 4 2z 4 2)
(A+ B)z°+ A+ B+ C)xz+ (2A+ O)

(z + 1)(z? 4+ 2z + 2)
(9c)
A4+ B=0
2A+ B+ C=0 (9d)
2A+4+C =1

A=1,B=-1,C = —-1.
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/ dx / dx _/ r+1 g
3+ 32+ 4x+ 2 rz+1 x2 4+ 2x 4+ 2
= In|x—1|—%ln(:p2—|—2x—l—2) (9e)
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Potegi wyrazen liniowych w mianowniku

Rozpatrzmy catke
ar + b x—oz—l—oz—l—g
dr = 4 d
(x — a)? B a/ (x — a)? B
dx dx
- a/x—oz_l_(aa_l_b)/(x—a)Q
= a|n|x—a|—aa+b (10)
T — Qo

Ten sam wynik moglibysmy uzyskac¢ dokonujgc nastepujgcego rozktadu na
utamki proste:

ax+b A B A(lr —a) + B
(x—oz)QZx—oz_I_(:U—a)Q: (x — a)? (11a)
A=a
{—aA+B=b (11b)
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skad A = a, B = aa + b.

Podobnie w przypadku catki

2

/aaj —I—baz:—l—cdg'j (12)
(x —a)?

dokonujemy nastepujgcego rozktadu na utamki proste:
az? + bx + ¢ A B C
3 = + 5T 3
(z — o) r—a (r—a) (r — )
Az? + (—20A+ B)z + a?A—aB+C
= (13a)
(x —a)3

A=a

—2aA+B=1b (13b)

a2A — aB + C =c
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skad A = a, B = b+ 2aa, C = ¢ + ab + o2 i ostatecznie
/aa:2+bzlj+c b+ aa 1 c—I—ozb—I—ozza

dr =aln|z — a| —
(x — )3 z=alnle—qf r—oa 2 (x — )2

(14)

Uogdlniajgc te dwa przypadki, stwierdzamy, ze w wypadku wystepowania

w mianowniku poteg wyrazen liniowych, dokonujemy nastepujacego roz-

ktadu na utamki proste:

an_lmn_l —+ an_Qa:n_z + -+ ag _ Aq 4 Ao 4t An
(x — o)™ T rz—a (x—a)? (x — o)™

(195)
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Przykiad 7

Obliczmy catke

1 1
d=/ d 16a
/:135—:1:3 B z3(zx — 1) (x+ 1) B (16a)
Dokonujemy rozktadu na utamki proste
1 A B C D E
= — 16b
z3(z —1)(z+ 1) :c3+:v2+a:+:1:—1+a:—|—1 (16b)
(C+D+E=0
B+D—-FE=0
! A—C=0 (16¢)
B =0
\ —A=1
A=C=-1,B=0,D=E=3.
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1 dx dx 1 dx
e = - [5- 1)
/$5—$3 v x3 +2 r—1 2 z+1

1 1 2_1
=+ -InlZ
:c2+2 '

> (16d)
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Przykiad 8

Obliczmy catke

(17a)

£U2—|—2£C—3
/ dx
x4 — 1023 + 332 — 44

Nalezy rozpoczgé od faktoryzacji wielomianu znajdujgcego sie w mianow-
niku. Jest to wielomian o wspotczynnikach catkowitych, warto wiec spraw-
dzi¢, czy aby dzielniki wyrazu wolnego nie sg jego pierwiastkami. Istotnie,
liczba 1 jest pierwiastkiem, zatem dokonujemy faktoryzacji

% — 1023 4+ 332 — 44 = (z — 1) (b3z3 + boz® + by + b))  (17b)

Wymnazajgc nawiasy po prawej stronie i uzgadniajgc wspotczynniki, do-
stajemy b3 = 1, bp = —9, b1 = 24, bg = —20. Zatem

% — 1023 4+ 332 — 44 = (z — 1) (2> — 922 + 242 — 20)  (17c)
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Uzyskany wielomian trzeciego stopnia takze ma wspotczynniki catkowite,
wiec warto poszukac jego pierwiastkow catkowitych. Okazuje sie, ze licz-
ba 5 jest pierwiastkiem. Zatem

(z — 1)(z3 — 922 + 24z — 20)
(z — 1)(z — 5)(cz® + c12 + o)
(17d)

¥ — 1023 4+ 33z — 44

Wymnozywszy dwa ostatnie nawiasy i uzgodniwszy wspotczynniki, dosta-
jemy

(z — 1) (23 — 922 + 24z — 20)

(z — 1)(x — 5)(z° — 4z + 4)

(. —1)(z — 5)(z — 2)° (17e)

z* — 1023 + 33z — 44

Copyright © 2021 P. F. Géra 23-22



Mamy wiec

/ 2+ 22— 3 g = (z—1)(z+ 3)
4 — 1023 + 33z — 44 (x —1)(z —5)(z —2)2
— / Y3 (17f)
(x — 5)(z — 2)2
gdyz tak sie sktada, ze jeden czynnik z rozktadu licznika upraszcza sie
z czynnikiem z rozktadu mianownika. Mozemy teraz przystgpi¢ do rozktadu
na utamki proste.

dx
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x—+ 3 A B C
(z —5)(x — 2)2 $—5+$—2+($—2)2
A(x —2)2 4 B(x = 2)(z —5) 4+ C(x — 5)
(z —5)(z —2)2
(A+ B)z?2 4+ (—4A—-7B+ C)z+ (4A+ 10B — 50)

(z = 5)(z — 2)?

(179)

skquzg,B:—g,C:—%ica+ka
/ :U2—|—233—3 /d:v 5 dx

r = — —
4 — 1023 + 33z — 44 —2 3J (z—-2)2

5 5 1
= I — . 17h
5 \H\u (17
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Przykiad 9

Oblicz catke

1 1
/a:4—1dx:/(:c2—1)(x2—|—1)dx (18)

Jeden z trojmianodw w mianowniku ma pierwiastki rzeczywiste, drugi nie
ma. Przeprowadzamy rozktad na utamki proste:

1 A B Cx+ D

(212 +D) -1 z4r1 " 2+1

Po sprowadzeniu prawej strony do wspolnego mianownika i uzgodnieniu
wspotczynnikow, dostajemy

(19)

(A4+B4+C=0
A-B+D=0
A+B-C=0

 A-B-D=1
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1

dx

—
8

4 -1

4 :c—l
'm—l
4 lz41

1 -

2
dx

r+1

1arctg
— = x
2

1

-2

/

dx
x2 41

(21)
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Przykiad 10

Obliczy¢ catke

1
/x4 e (22a)

Tutaj sytuacja jest inna: Mianownik nie ma pierwiastéw rzeczywistych.
Skadingd zespolone pierwiastki mianownika sg tatwe do znalezienia —
sg to czwarte pierwiastki z —1, czyli drugie pierwiastki z +i. Sg to liczby
(£1 +4)/+/2. Biorac iloczyny z pierwiastkami sprzezonymi dostajemy

144 1—4\ _ o .
(ac— \/§><aﬁ— \/§>—x V2x + 1 (22b)
144 1—2\ 5
(a:—l— \@><x+ \@>_$ +V2zx+1 (22¢)
(z° —V2r+ 1D (@°+V2r+1)=z*+1 (22d)
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Zatem
1

1
dr = 22
/a:4—|—1 B /(332—\/§:c—l—1)(332—\/§a:—|-1)dx (22¢)
Dokonuje rozktadu na utamki proste:
1 _ Ax + B I Cx+ D
(22 —=V2x+1)(2? —V2z+1) 22—V2z+1 224+ V2241
(22f)

Otrzymujemy A = —1/(2v/2),C =1/(2v/2),B=D = 1/2.
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1
dr = —
/:c4—|—1x

2

2

_|_

1 €T 1 €T
zf/ fg;+1dx Q\F/a;2+\@n+1d$

/ \/7x—|-1 2/ 2—|—\/7513—|-1
fer VD)

Qf/ —V2zr+1
2(2x+\/_ f) "

2\f/ 2—|—\fa:—|—1

/ fa:+1 2/ 2-|-\fa;+1
2:6—\/5 21 + /2

dx

— d
1

/ \C/laia;+1+ / 2+\fa:+1 (20)
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Dwie pierwsze catki po prawej stronie

22(

majg postaé [(f'/f) dz, a

wiec nie trzeba ich dalej przeksztatcaC. Pozostajg jeszcze dwie nastepne
catki, ktdre znang technikg musimy doprowadzi¢ do catki dajgcej arc tg.

dx

1
/ fas+1 4 51(V2r - 1)2+1]

| V2 —-1=s
= { d.cv:\/iids ] 2\/_/ 241
— 2\% arctg (v2z — 1) (22h)
%/;p2+\cj§x+l = 2\iﬁarctg (V2z +1) (22i)
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Ostatecznie

/ dx . 1 lnwz—l—\@m—l—l
A 4+1 42 22 - \2x 41

4 2\% (arctg (V2z — 1) + arctg (vV2z + 1)) (22))
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Przykiad 11

(23)

[x2+1=t] 1 rdt 1
dox = —

Xr
/(a:2+1>2 vde=gdt |~ 2/ 27 2(z2+1)
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Przykiad 12

Sposdéb rozwigzania tego przyktadu jest mniej oczywisty:

/(ﬂil)?dm:/

ac*z—l—l—gzc2
(22 + 1)2 da:—/

1 T
22 + 1 dx_/ 2+1)2 ™
(24a)

Pierwsza z powyzszych catek jest oczywista, drugg bedziemy oblicza¢ cat-

kujac przez czesci.

Korzystajgc z wyniku (23) mamy
[t = [ gy |
xr = xZ - €r =
(z2 + 1)2 (:1;2 + 1)2 2(332 + 1)
- 2($2 ot / ()"
£r
= — a ct 24b
o2 + 1) rctgx (24b)
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Ostatecznie

X

21 (24c)

1
/(CUQ—I- 1)2 Earctgaz—l——
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