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Funkcja pierwotna

Obliczanie catek nieoznaczonych jest operacjg odwrotng do rézniczkowa-
nia. Mianowicie, méwimy ze

dF

[ f@)de = F2) +C = = = j(@) (1)
gdzie C jest pewng statg, zwang stafg catkowania. Funkcje F'(x) nazy-
wamy funkcjg pierwotng funkcji f(x). Z wtasnosci rézniczkowania wynika,
ze do funkcji pierwotnej mozna dodaé dowolng statg; w przysztosci zazwy-
czaj bedziemy statg catkowania pomija¢ we wzorach.
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Podstawowe wlasnosci calki nieoznaczonej

[ @+ g@)de = [ @)z + [ g(2)da @
/k - f(zx)dx =k - /f(x)d:c (3)

gdzie k jest dowolng statg. Wiasnosci te wynikajg wprost z wlasnosci roz-
niczkowania.

Przykiad 1

/da:za:-I-C' (4)

gdyz / = 1.
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Trudnos$¢ w obliczaniu catek nieoznaczonych polega na tym,
ze, W przeciwienstwie do rézniczkowania, nie ma prostego
zestawu regut pozwalajgcych wyznaczaé funkcje pierwotne.
Wiele “prostych”, “porzgdnych” funkcji nie ma funkgji
pierwotnych (catek oznaczonych), ktére datoby sie zapisac

w zwarty sposob.

Przyktad 2
Mozna udowodni¢, ze cafki

/e_xQda: (5)
nie da sie wyrazi¢ za pomocg skonczonej kombinacji funkcji elementar-

nych.
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Catki funkcji elementarnych

/exdac = et

/COSa:da: = Sinx

/sina:d:z: = — COSzx

— arcsinzx

(12)
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Uwaga o statej catkowania

Poniewaz

(arccosz) = — - (13a)
l—=x

mamy

— —arccoscz. (13b)

1 —1
/ dr = —/ dx
V1 — 72 V1 — 72
Wynik (13b) jest inny, niz ten dany wzorem (11). Aby rozstrzygnac te po-
zorng sprzecznosc, zauwazmy, ze

sin (g — arc cos :c) = cos (—arccosx) = x = sin (arcsinz) (13c)

wiec biorgc pod uwage monotoniczno$¢ funkcji sinus w przedziale odwra-
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calnosci,

Widzimy, ze funkcje

T

11

arcsinx = 5 — arc coszx

(13d)

13b) sg rébwne z doktadnoscig do statej, rowne;

w tym wypadku 7 /2. A catka oznaczona (funkcja pierwotna) jest okreslona
z doktadnoscig do statej catkowania.

-T

—

el

L
-1 -0.5 0 0.5

Dziekuje studentowi, ktory zwrécit mi na to uwage w tarkcie wyktadu.

1
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Dwie inne catki z funkcji elementarnych

(arsinhz) = [m (a;+ 902—|-1>],

2x
a;+\/ ( 2\/:1:2—|-1)
:I:—I— 2+ 1

1
a:—l—\/acz—l—l Vrl 4+ 1 —\/:132—|—1

Zatem

= arsinhx (15)

dx
v
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Podobnie

d
/ Y —arcoshz (16)
2 — 1
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Catkowanie przez podstawienie

Jezeli f(x) jest ciggta w pewnym przedziale, a g(x) ma w tym przedziale
ciggta pochodng, to w tym przedziale

[ @) g'@)de = [ f(u)du, (17)

po czym po scatkowaniu prawej strony nalezy w wyniku podstawié

u = g(x). Wzbr
zonej.

17

wynika wprost ze wzoru na pochodng funkcji zto-
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Przykiad 3

2w = u 1 1 1
/COS(Q:IZ)d:C = | 2de =du | = /—COSudu = —sSinu = —sin(2x)

de = Ldu 2 2 2
! 20U

(18)

Przykiad 4

| = 1
/(e'na)xdx = /exlna’da: = [da; na 1 ;t] = /etdt
= 5o a

INn a
= Lt 1 (19)

/axd:c
INn a INn a

przy czym zaktadamy, ze a > 0O, a # 1.
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Przykiad 5

d 2r — 1= 1 rd 1 1
L T T =2 [ = ins| = ZInj2z — 1] (20)
Przykiad 6
s R
2 2x —3—t
1 1 1
/ ‘ de = | 6x2dx = 2tdt =—/Ldt=—/dt=—t
\/2333—3 :czdacZ%tdt 3/ V2 3 3
1
— g\/2;1c3—3 (21)
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Przykiad 7

dx . dx _ dx
/$2+5B+1—/(x—|— )2_ +1—/2[§'(m—|—%>2+1]

. 4/ dx .
3 2r+1)2

de — 2 J 1+4u?
(A1) +1
= \%arc tgu = \%arc tg 2:1;\/—; . (22)

Jest to ogolna zasada postepowania z “nierozktadalnymi” trojmianami kwa-
dratowymi. Z kolei trojmiany o wyrdzniku dodatnim doprowadzamy do po-
staci +(1 — u?).
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Przyktad 8

Niech n = 1.

/ (azQ —IsfaQ)n dr = [ :I;le_iQ%:d; ] _ %/u_”du = % : ﬁu—n—l—l
- _Q(nl— 1) (22 _|_22)n_1 (23)

Przyktad 9

W wyniku takiego podstawienia, jak w poprzednim przypadku
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Zastosowanie pochodnej logarytmicznej

W ostatnim przyktadzie licznik, z doktadnoscig do statej, byt pochodng mia-
nownika. tatwo to uogdlnic:

ds

Tevdr=| 0 = [T =mls =nf@)] (@)

f'(x) [ flz)=s ]
f(x)

Prosze przypomnie¢ sobie wzér na pochodng logarytmiczna.
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Przyktad 10

1 e’ =t 1 dt dt
/ - _xdgp: et de = dt :/ T :/ 5
et 4+ e | dr = % | t -+ F t 1+t
= arctgt = arctg (e”) (26)
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Przykiad 11

— 1 — — 2
v da?:[x_l_l s]:/S ds—/s3ds—2/s_§d:p

3ag-|-11 dajzéls 33
S A e+ o 1)3 — 3 1
%+183 —%—HS 3 (a:+ )3 — 3(z + 1)3
3
= (e -4 {(a+1)? (27)
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Catkowanie przez czesci

Ze wzoru na pochodng iloczynu, (u - v) = v’ - v 4+ w - v/, wynika, ze

/u(az) Vv (x) dr = u(x) v(z) — /u’(a:) v(x) dx . (28)

Wz6r (28) nazywa sie “wzorem na catkowanie przez czesci”. Jest on nie-
zwykle pomocny w catkowaniu niektorych funkciji.
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Przykiad 12

/:Uexdx

/x(ex)/d:v =xet — /(:10)’63j dx
= xex—/exdajzxex—ex=(:c—l)ex (29)
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Przykiad 13

/:c2 cos(wz) doe = /332 (% Sin(wx))/da:

le sin(wx) — g/:I:Sin(o.):z:) dx
w W
1 2 1 !
= ~z?sin(wx) — —/:1: (——COS(ww)) dx
W w W
= 1 22 sin(wz) + gx cos(wz) — % / cos(wzx) dx
w 1 w? 2 “ 2
“z?sin(wz) + —T cos(wzx) — —3 sin(wx) (30)
Cw w2 w

Wz6r na catkowanie przez czesci zostat zastosowany dwukrotnie.
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Przykiad 14

/Sin2xdac = /sinac(— cosz) dz
= —sinazcos:c—|—/(sin:c)’cos:z;d:c
= —Sin:cCOS:I:—I—/COSQCI:d:C

— —sinxcos:z;—l—/(l—sinQ:n) dx

= x—SinxCOSx—/Sinzwda} (31a)

2/Sin2xda: = x —SinxCosSx (31b)
1

/siandx = E(x—sina;cos:c) (31c)
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