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Granica ciagu

Niech {arn} 2 ; bedzie pewnym ciggiem liczbowym (zamiast numerowac
cigg od 1, mozna oczywiscie zaczg¢ numeracje od dowolnej inngj liczby
naturalnej). Méwimy, ze liczba g jest granicg tego ciggu, jezeli

Ve>0 dng Vn>ng @ lan — gl < e (1)

Podobnie jak robilismy to dla funkcji, mozna tez zdefiniowac granice nie-
wiasciwe, to znaczy sklasyfikowac przypadki, w ktorych cigg jest rozbiezny
do —co lub +c0. (Jest to oczywiscie inna sytuacja od tej, w ktérej granica
ciggu nie istnieje!)
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Przykiad 1

Obliczmy granice

- 2n24-n 141 9
n||—>moo 3n2 8 — n||—>moo g 3

Przykiad 2

Wazna granica:
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Definicje (1) mozna uogdlni¢ na ciggi w innych przestrzeniach, w ktérych
zdefiniowane jest pojecie odlegtosci (metryka): wéwczas zamiast wyraze-
nia |an, — g| bierzemy o(an, — g), gdzie o(-) oznacza metryke. Mozna wiec
mowié o ciggach liczb zespolonych, ciagach wektoréw w RV, ciggach ma-
cierzy, ciggach funkcyjnych (ciggach, ktorych “wyrazami” sg funkcije (!)) itd.
My jednak (na razie) ograniczamy sie do przypadku ciggow liczbowych.

Przykiad 3

Niech {a,}>_, bedzie ciggiem wektoréw w RY, a g € RY bedzie pewnym ustalonym
wektorem. Zadajemy w R metryke euklidesowg. Méwimy wéwczas, ze cigg {a,} jest
zbiezny do g, jezel

Ve>0 Ing Vn>no : \/(asln — 1)’ + (@2n —92)° + -+ (@Np—gn)° <e  (4)

gdzie =, oznacza j-tg sktadowg wektora x,, a g; j-tg sktadowg wektora g.
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Wtasnosci granic ciagow

Jezeli ograniczymy sie do ciggdéw liczbowych, obowigzujg twierdzenia, ktore
poznaliSmy juz przy okazji analizowania pojecia granicy funkcji. Granica

sumy, iloczynu, ilorazu, funkcji ztozonej sg, odpowiednio, sumag, iloczynem,

ilorazem, ztozeniem granic — jesli wszystkie granice, ktére tam wystepuija,

istniejg (a w przypadku ilorazu wykluczymy dzielenie przez zero). Wyste-

pujg takze znane juz symbole nieoznaczone.
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Przykiad 4
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Pytanie

Dlaczego powyzszego przyktadu NIE mozna robi¢ w ten sposdéb:

lim_ (\/n2+1—n> = lim_ {n (,/14-7112—1)] =7 (6)

Otrzymujemy symbol nieoznaczony O - oco.
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Przykiad 5
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Inne wlasnosci granic

Jezeli cigg {an} jest zbiezny do pewnej granicy, to kazdy jego podciag jest
zbiezny do tej samej granicy.

Cigg rosnagcy i ograniczony jest zbiezny. Podobnie — dla ciggu malejgcego
| ograniczonego.

Kazdy cigg monotoniczny i nieograniczony jest rozbiezny do +oo lub —oc.
Twierdzenie o trzech ciagach: Jezeli ciagi {an} i {cn} sg zbiezne do
wspolnej granicy, to cigg {bn } spetniajacy

dng Vn>ng i an < bp < cp (8)

jest zbiezny do tej samej granicy.
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Definicja Heinego

Znajac pojecie granicy ciggu, mozemy podac “alternatywng” definicje gra-
nicy funkcji (definicja Heinego):
Mowimy, ze

im f(z) =g (9a)

T—XQ

jezeli dla kazdego ciagu {zy }>2 ; zachodzi

nli_}moo Tn = T = nli_)moo f(xn) =g (9b)

Mozna tatwo udowodnic, ze definicja Heinego jest rbwnowazna poznanej
wczesniej definicji Cauchy’ego.
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Ciag Cauchy’ego

Mowimy, ze cigg {an}-2 1 jest ciggiem Cauchy’ego, jezeli
Ve>0 dng Vn,m>ng : |an —am| < € (10)
Uwaga: podobnie jak granice, ciggi Cauchy’ego mozna definiowac¢ w do-

wolnych przestrzeniach, w ktorych zadana jest metryka.

Przykiad 6

Rozpatrzmy ciag an, = 1/n. Mamy

1 1 1 1 2 2
— =|———| < — S — < — 11
on — am ‘n m n+m min(n,m) N 1)

Wezmy teraz dowolne ¢ > % > 0. Widaé, ze warunek definicyjny na bycie
ciggiem Cauchy’ego jest spetniony dla n, m > N.
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Wiasnosci ciagow Cauchy’ego

Kazdy cigg Cauchy’ego jest ograniczony.
Kazdy cigg zbiezny jest ciggiem Cauchy’ego.

Czy zachodzi sytuacja odwrotna, czy kazdy cigg Cauchy’ego jest zbiezny?
To wcale nie jest takie oczywiste!

Rozpatrzmy cigg o wyrazach wymiernych. Istnieje nieskonczenie wiele
takich ciggow, ktére nie majg granic wymiernych (na przyktad ciggi przy-
blizen dziesietnych liczb niewymiernych). W zbiorze liczb wymiernych, Q,
istniejg ciggi Cauchy’ego, ktore nie sg zbiezne, ale w zbiorze liczb rzeczy-
wistych, R, wszystkie ciggi Cauchy’ego sg zbiezne.
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Definicja: Przestrzen, w ktérej wszystkie ciggi Cauchy’ego sg zbiezne, na-
zywamy przestrzenig zupetng. Alternatywnie, przestrzen zupetna zawiera
granice wszystkich swoich ciggow Cauchy’ego.

To, czy przestrzen jest zupetna, czesto zalezy od zadanej metryki. Prze-
strzenie RYY z metryka euklidesowa i CV z uogélnieniem metryki euklide-
sowej sg zupetne.

Copyright © 2021 P. F. Gora 21-13



Szeregi liczbowe

Dany jest pewien cigg liczbowy {an}>2 ;. Tworzymy cigg sum czgscio-

wych {Sk}iozli

Jezeli granica ciggu

12

S1 = aj (123.)
Sy = ai+tas (12b)
S3 = a1+ a>+ a3 (12C)
| k
n=1

istnieje i jest skonczona, nazywa sie ja sumg

szeregu liczbowego i oznacza

> an (13)

n=1
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Jesli granica ciggu sum czesciowych istnieje i jest skonczona, szereg taki
nazywa sie zbieznym. Warunkiem koniecznym zbieznosSci szeregu jest

aby
nli_)moo an =0 (14)

Nie jest to warunek wystarczajgcy!

Przykiad 7

Szereg
> 1
n=1"

jest rozbiezny.
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Kryteria zbieznosci szeregow

Szereg o wyrazach dodatnich, mniejszych od wyrazoéw pewnego szeregu
zbieznego, jest zbiezny. Szereg o wyrazach dodatnich, wiekszych od wy-
razOw pewnego szerego rozbieznego, jest rozbiezny. Jest to tak zwane
kryterium porownawcze.

Kryterium d’Alemberta: Niech {a,>0} bedg wyrazami pewnego sze-
regu. Zatbzmy, ze granica

lim Zntl — (16)

n—oo an

istnieje. Jezeli g < 1, szereg jest zbiezny. Jezeli g > 1, szereg jest
rozbiezny.
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Kryterium Cauchy’ego: Niech {a,>0} bedg wyrazami pewnego sze-
regu. Zatbzmy, ze granica

im Yan =g (17)

n—oo
istnieje. Jezeli g < 1, szereg jest zbiezny. Jezeli ¢ > 1, szereg jest
rozbiezny.

Kryteria d’Alemberta i Cauchy’ego nie rozstrzygajg o zbieznosci, gdy g=1.
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Przykiad 8

Sprawdzmy zbieznosC szeregu

oo

n
n=1 n

Stosujemy kryterium d’Alemberta. a, = n!/n™. Zatem

(18a)

(n+1)!
- Anp+4-1 : (n4+1)n+1 . (n —+ 1)' n"
lim = Iim : = Iim -
n—oo  q, n—00 n n—oo (n + 1)n—|—1 n|
n
nl(n + 1)n" , n" _ n \"
= lim = lim = lim < )
n—00 nl(n 4+ 1)n—|—1 n—oo (n 4 1)" n—oo \n 4 1
1 1
= lim =-<1 (18b)
— 1\"
SR O ) R
a wiec szereg (18al) jest zbiezny.
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Przykiad 9

Udowodnijmy rozbieznos¢ szeregu harmonicznego (15) korzystajac z kry-
terium poréwnawczego. Zastgpmy wyrazy tego szeregu przez utamki, kio-
rych mianownikami sg najblizsze potegi liczby 2:

R iR =R TE R

Sl ottt
I
=14+ttt (19)
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Ostatnia suma jest w sposéb oczywisty rozbiezna do +oo. Widzimy, ze
wyrazy szeregu harmonicznego sg wieksze od wyrazéw szeregu rozbiez-
nego, a zatem, na mocy kryterium porownawczego, szereg harmoniczny
jest rozbiezny.

Ten dowdd zostat podany po raz pierwszy w XIV wieku!
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Szereg geometryczny

Dany jest cigg geometryczny

=1
an= 4" " (20)
qQ-apn_1, NnN=23,...

Szereg

Z an (21)
n=1

nazywam szeregiem geometrycznym. Jest on zbiezny gdy |q| < 1, a jego
suma wynosi wowczas

O
> an= - (22)
n=1 —d
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Szeregi harmoniczne wyzszych rzedow

Szereg postaci

— 23

n=1 n’ ( )

nazywam szeregiem harmonicznym rzedu r. Jest to uogdlnienie szeregu
harmonicznego (15). Udowodnimy, ze dla » > 1 szereg (23) jest zbiezny.

Istotnie, rozpatrujemy cigg sum czgstkowych

T A R (24a)
o (R D) et )
+ (10107°+"'+9919T> T (24b)
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Pierwsza grupa zawiera 9 wyrazow, z ktérych najwiekszy réwna sie 1,
a wiec wartos¢ tej grupy nie przekracza 9. Druga grupa zawiera 90 wy-
razow, z ktorych najwiekszy réwna sie 1/10", a wiec wartoSC grupy nie
przekracza 90/10" = 9 - (10/107). Trzecia grupa zawiera 900 wyrazdw,
z ktérych najwiekszy réwna sie 1/100", a wiec wartos¢ grupy nie przekra-
cza 900/100” = 9-(100/100") = 9-(10/107)? i tak dalej. Ostatecznie
otrzymujemy ograniczenie

10 10\2 e)
S”<9ll+1or+<1or) +] 1107107 (24c¢)

gdyz w nawiasach kwadratowych mamy szereg geometryczny o ilorazie
10/10". lloraz ten jest mniejszy od 1 dlar > 1. Widzimy, ze dla r > 1 cigg
sum czesciowych czeregu (23) jest ograniczony, a poniewaz jest rosnacy
(wyrazy sg nieujemne), musi by¢€ zbiezny. A zatem takze i szereg (23) jest
zbiezny.

Dla 0 < r < 1 szereg (23) jest rozbiezny.
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Szeregi znakozmienne

Jezeli wyrazu szeregu sg znakozmienne, to znaczy po kazdym wyrazie
dodatnim nastepuje wyraz ujemny, a po kazdym ujemnym dodatni, na ogoét
poprawia to zbieznos¢. Méwi o tym Kryterium Leibniza: Jezeli (i) nli_)moo =
0, (i) ap, > 0, (iii) ciag {an} jest nierosngcy (co najwyzej z pominieciem
kilku wyrazéw poczatkowych), to szereg

Y (=1)"an (25)
n=1

jest zbiezny.
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Przykiad 10

Szereg anharmoniczny

< (=1t

2.

n=1

jest zbiezny, cho¢ szereg harmoniczny (15) jest rozbiezny.

1 1 1 1

n
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Zbieznosc¢ bezwzgledna

Jezeli szereg

© @)
|an (27a)
n=1
jest zbiezny, szereg
oo
Z an (27b)
n=1

takze jest zbiezny. Szereg (27b) nazywamy woéwczas szeregiem zbieznym
bezwzglednie.

Jezeli szereg (27b) jest zbiezny, ale szereg (2/4) jest rozbiezny, szereg
2/7b) nazywamy wzglednie zbieznym.
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Przykiad 11

Szereg
2 (=t

2.

n=1
jest zbiezny, ale szereg wartosci bezwzglednych poszczegdlnych wyrazéw,
czyli szereg (19), jest rozbiezny. Szereg (28) jest zatem zbiezny wzglednie,
ale nie jest zbiezny bezwzglednie.

=1In2 (28)

n
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Mnozenie szeregow

Uwaga: W tym punkcie zmieniamy numeracje szeregdw, numerujgc je od
zera!
Dane sg ciagi {an}o’g, {bn}oeg- TWorzymy cigg o wyrazach

cn = anbg + ap—161 + ap_obo + - -+ + agbn (29)
— suma indeksow poszczegolnych sktadnikdéw jest rowna n.

©.@) ©.@)
Jezeli szeregi > an, >. bn s zbiezne bezwzglednie, wowczas takze
n=0 n=0

szereg % cn, jest zbiezny, przy czym
n=0

B (5
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Szeregi potegowe

Dany jest ciag {an}2 4 Oraz liczba x € R. Szereg

© @)
> anz” (31)
n=0

nazywam szeregiem potegowym. Jezeli szereg ten jest zbiezny, jego sume
moge potraktowac jako funkcje zmiennej x.

Przyktad — szereg Taylora jest szeregiem potegowym.

Pytanie: Kiedy szereg (31) jest zbiezny?
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Promien zbieznosci

Promieniem zbieznosci szeregu potegowego (31) nazywam takg liczbe
R > 0, ze szerego jest zbiezny dla = : |z|<R. Szereg potegowy jest
rozbiezny dla |z|>R, natomiast dla z=R lub x= — R szereg moze bycC
zbiezny lub rozbiezny.

Jezeli dla danego szeregu potegowego istnieje granica

lim
n—oo

”*1\ —g (32)

to promien zbieznosci szeregu potegowego wynosi R = 1/g; jezelig = 0,
to R = +o0, ajedlig = +oo,to R = 0. Jest to wniosek z kryterium
d’Alemberta.
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Jezeli dla danego szeregu potegowego istnieje granica

im Ylan| =g (33)

n—oo
to promien zbieznoéci szeregu potegowego wynosi R = 1/g; jezelig = 0,
to R = 400, ajeslig = 400, to R = 0. Jest to wniosek z kryterium
Cauchy’ego.
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Przykiad 12

Znajdz promien zbieznos$ci szeregu

Sy
n=0H
Mamy
Gty n!
n”—>moo : 1 = n”—>moo (n+ 1)!

n!

= lim
n—oon 41

(34)

- =0 (35)

a wiec promien zbieznosci szeregu (34) wynosi +oo. Innymi stowy, szereg

34) jest zbiezny dla kazdego =.
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Sume szeregu (34) oznaczam

0@
a:.'I’L

e’ = . (36)
=0 n!
Wyrazenie (36) jest najbardziej poprawng i jednoznaczng definicjg funkcji
el ©
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Przykiad 13

Zbadajmy promien zbieznosci szeregu

ZB
Z ) (37)
W tym przypadku mamy
2
n
n||—>oo (n + 1)2 (38)
czyli R = 1.
21-34
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Przyktad 14

Zbadajmy teraz promien zbieznosci szeregu
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Rézniczkowanie wyraz po wyrazie

Rozpatrzmy nieco bardziej ogbling postac¢ szeregu potegowego:

0@

flz)= ) an(z-0b)" (41)

n=0
Jest on zbiezny dla |x —b| < R. Wowczas szereg utworzony z pochodnych
poszczegolnych wyrazow

g(z) = Z nan (x — b))t (42)

n=1
ma taki sam promien zbieznosci, R oraz dla |x — b| < R zachodzi g(z) =
f'(x). Na brzegu |z — b] = R moze zachodzi¢ jedna z trzech sytuaciji:
(i) oba szeregi sg zbiezne, (ii) oba szeregi sg rozbiezne, (iii) szereg f(x)
jest zbiezny, ale szereg pochodnych jest rozbiezny.
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